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ПРЕДИСЛОВИЕ 

"Природа - писал щ1тьдесят с лишним лет тому наза1.1. Эн­
гельс - есть пробный камень диалектики", и именно этим много­
значительным обстоятельством объясняется тот факт, что величай­
шие идеологи рабочего класса - Маркс, Энгельс и Ленин - не­
однократно обсуждали историю и результаты современного им 
естествознания, черпая из последнего материал для дальнейшего 

развития материалистической диалектики. 

Но естествознание - которое отражает природу и которое 
должно давать ее диалектику- творится людьми, принадлежащими 

к определенной исторической эпохе и потому разделяющими огра­

ниченность ее интересов и средств их осуществления. Естество­
знание, поэтому, никогда не является дбсолютной, завершенной 

истиной. Но люди, творящие и развивающие естествознание, при­
надлежат не только к некоторой исторической эпохе - они при­

надлежат также, сознательно или бессознательно, к тому или иному 
определенному классу этой эпохи. Этот фундаментальный факт имеет 
своим следствием то явление, что ;характер зависимости от ограни­

ченности эпохи и характер отношения к этой исторической огра­

ниченности неизбежно различны для людей, примЬl:кающих к раз­
личным классовым позициям и выражающим последние. Консер­
вативные классы каждой данной эпохи возводят ее в свою соб· 
ственную органиченность в непререкаемый и непереходящий прин­

цип, - тогда как классы прогрессивные свою принадлежность к 

данной ограниченной эпохе выражают лишь тем, что пытаются 

переделать ее, выйти за ее пределы. 

Этим определяется характер тех логических методов и фило­
софских предпосылок, на идейной основе которых, и зачастую 
стихийно, осуществляется истолкование тorQ или иного явления. 

В самом деле : господствующий класс современного загнивающего 
капитализма, пытающийся сохранить последний, тем самым противо­

поставляется диалектической идее развития с одной стороны и отри­

цает возможность предвидения каких-либо новых явлений с другой 

стороны. Эта бессознательно-складывающаяся установка, прелом­
ляясь на специфическом содержании науки, проникает также и в 
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физику, не давая адэкватной трактовки новых явлений действитеJIЪ­
ности, обнаруженных экспериментом, и неправильно агност,\fчески 
оценивая роль самого эксперимента .в развитии физического по­

знания. 

Что эти логические предпосылки - несоответствующие как диа­
лектическому материализму, так и задачам развития самой физики­

действительно имеют нередко место в квантовой механике, - бле­

стящему изложению которой посвящена данная работа Гейзен­
берга, - може г быть доказано двумя ссылками весьма общего ха­
рактера. Именно, Дирак, являющийся одним из больших знато­
·ко.в современной теоретической физикн, в своей книге о принципах 
ювантовой ·механики утверждает, что "единственной целью теорети­
ческой физйки является расчет р е э ул ь та то в; по вщ1можностн 
бnиже отвечающий оnыту, и является по меньшей мере беспопеаным 
какое-либо удовлетворительное описание всего ход а явлений". 
Разд-елить "·результат" от "хода", игнорировать тему о пр о исх о­
ж де ни и некоторых результатов - это и есть ro, что, ограничивая 
задачи и возможности науки, называется метафизикой. 

Близкая к этой тенденция проводится таюке и в изложении 
Гейзенберга. - В главе IV предлаrаемой книги он указывает, 'что 
"статистический характер зависимости осноliан на том, что влияние 

измерительных инструментов на измеряемую систему рассматри­
•ается икаче, нежели влияние отдельных частей системы друг на 
друга, ибо и это последнее влияние также обуславливает изменение 
·наnра11Ления в гильбертовском пространстве, но эти изменения 
вполr~е определенны. Если бы измерительные приборы были при­
чиспеиы к системе, при чем было бы значительно расширено rиль­
·бертовское пространство, то изменения вектора системы, рассмо­
тренные выше в качестве неопределенных, были бы теперь опреде­
лены", и после этого: "разделение мира на набшqдательную и 
наблюдаемую системы препятствует, таким образом, точной форму­
лировке закона причинности". 

Эта предпосылка должна быть решительно оспорена. Ибо по 
существу вопрос эдесь ставится так, что эксперимент, который 

справедливо рассматривается всегда в качестве средства развития 

познания в обсуждаемой области явлений, становится препятствием 
для прогресса теории, обуславливая некоторый непереходимый лре· 
дел точности познания. - На самом деле соотношение неопределен­
ности Гейзенберга (указания на это имеются у самого автора, во 
П и 1П главе) должно было бы быть понято не в этом агности­
ческом смысле, а как показатель недостаточности прежде обра-, 
зованных понятий классической механик» причинности, волны в 

области явлений, обсуждаемых квантовой механикой. Подобно 
тому как масштабы динамики материальной точки с·овершенно не-
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Nктаточны в об::асти определений динамики системы точек (напр., 
н:,нrюс об энергии враui.ения, не могущий даже быть поднятым в 
;1.:шамнке точки) и потому способны создать некоторую неопреде­
'"'1шость определений величин, однако преодолимую разработкой 
специфических для этой новой обдасти явлений понятнй, -так н 
_,,t,·сь принцип Гейзенберга .должен быть понят как точная форму·· 

.«;;~ювка требования создания новых специфических понятий, кото­
рых нет еще, дJIЯ адэкватного выражения принципиаJiьно-определи­

мчх соотношений квантово-механических явлений. В отношени11 
11ринципа причинности это соображение дает дирекrиву не отказа 
от принципов материалистического детерминию.1а, но иной форм1.1 
носпеднего, - такой, которая соответствовала бы •:пецифиЧности 
изучаемых явлений. 

Следовательно круг новых проблем теоретико-познанательноr·о 
хара,ктера - соотношение средств и объекта экспернмента, стати­
стика и причишюсть, соотношение волн и частиц и т. д. -должен 

быть понят, как ~1>щное указание диалектики новой, еще недоста­

точно исследованной области явлений, как несбходш.юстЬ ревизии 
или, по крайней мере, ограничения· прежних форм и способов на­
шего понимания природы, но отнюдь не в том идеоJюгическом 

смысле, что природа в своих элементарных актах делаf:'т произвоm,·· 

ный выбор, который принципиально нами не предсказуем и кото" 
рый заставляет поэтому нас ограничиться одним подс1 1етом голых 

результатов. 

Это обстоятельство, при всех всемирно признанных достоинствах 

данной книги Гейзенберга, заставляет нас иметь в виду настоятель­
ную необходимость строгого и критического подхода к из.тrаrаемым 

идеям. Критика и · самокритш<а основных физических поннтий соста­
вляет шш физики одно из. актуальнейших условий ее продвиже­

ния вперед: Во всяком случае следует твердо 1юмни1ь важное 
замечание Гельмгольца о том, что "критикой методов можно пре­
небрегать лишь. до тех пор, пока возможно оrраничиваты:я приме­
нением методов, уже на деле доказавших свою правильнt~сть. Но 
когда исследование доходит до той грани, где становится: сомни· 

тельным, следует JШ приписать встречающиеся трудности самоыу 

предмету или неудовлетворительности метода, тогда критю{а 

должна вступить в свои права". 

Ю. п lUейн 

ПРЕДИСЛОВИЕ Н РУССКОМУ ИЗДАНИЮ 

В ряду всех книг по квантовой механике (книги Лирака, 
де Бройля, Зоммерфельда, Борна··Иордана, Вейля, Френкеля, Мои·а, 
Кондона-Мор.~е, Бертуистля, Ланде и других) прещ~аrаемое внима" 



нию читателей изложение Гейзенберга стоит совершенно особняком. 
Здесь нет широкого развития математического аппарата, и прочи-. 

тавши книгу никто не научится "решать" квантовые задачи. Зато 
ни один вдумчивый читатель не останется без убеждения, что но­
вая теория квант принесла с собой существеннейшие изменения 
в основных физических понятиях: измерение, причинная связь, опи­

сание в пространстве и времени. и т. д. Можно не соглашаться 
с автором книги (который является вместе с де Бройлем, Шредин­
гером, Борном, Иорд;шом и Дираком автором современной кван­
товой механики, больше того, автором первой работы в этой об­
ласти), можно и должно продискутировать его глубокие револю · 
ционные выводы, но нельзя ни одному фИзику, естествоиспытателю, 
философу пройти СПОКОЙНО мимо. 

Книга Гейзенберга в основном содержит описание-толкование 
основных 10. важнейших экспериментов современной физики 
с точки зрения квантовой механики. Во всех рассуждениях книги 
фундаментальную роль играет знаменитый принцип неопределен· 
ности, установленный Гейзенбергом в 1927 году (и в развитии 
которого существенное значение имело участие . Бора; подчерки­
вание же невозможности одновременно измерять пары величин, на­

пример скорость и координату, встречается еще раньше у Дирака). 
Гейзенбергу удалось таким путем подвести принципиально~ осно­
вание под здание теории, которая ныне может считаться практи­

чески законченной (после работ Дирака и Иордана по теории пре­
образований), что, конечно, отнюдь не означает, что приложения 
теории даже и главнейшие исчерпаны. Гейзенберг касается в книге 
отчасти и дальнейшего развития теории - обобщения ее на случаи, 
где необходимо учесть теорию относит~льности (случай больших 
скоростей). 

Русский перевод, сделанный без, всяких изменений с 1-го не­
мецкого издания, сверялся частью с английским, просмотренным 

авr0ром. Ссылки, отмеченные штрихом, напр. 18', вставлены нами. 
Мы решили не ждать неопределенное время изменений Гейзен­

берга, которые он собирается подготовить ко 2-му немецкому из­
данию и которые будут касаться флюктуаций и от'lасти теории 
излучения. Изложение флюктуаций, измененное согласно указанию 
автора в духе его новой работы (Berichte der ma.th.-phys. Юasse 
der Siichsischen A~.::demie der Wiss. zu Leipzig. LXXX!II, Sitzung 
vom 19. Januar 1931) и краткие сведения о новой методике 
трактовки излучения даны нами в примечаниях. В конце книги 
внесен ряд дополнений согласно разрешению автора t<Ниги. Два 

дополнения иллюстрируют и развивают изложение Гейзенберга, не 
выходя значительно из рамок теории (пример с магнитным мо­
ментом и различные выводы соотношений неопределенности). 
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Сравнительно обширное дополнение сделано об имеющемся расши­
рении принципа неопределенности на случай релятивистской кван­

то1юй механики. При всей необходимой осторожности рассуждений 
в неизведанной области, указанное обобщение, полученное раз~ 
J111ч11ыми авторами, представляется нам заслуживающим самого 

111убокого внимания и имеющим тот же сугубо принципиальный 
характер, как и выводы книги. Наконец, мы изложили современное 
состояние вопроса о неопределенносrях дпя электромагнитного 

поля. 

Отметим еще, что отдельные параграфы книги Гейзенберга 
(в другом переводе) вместе с часто цитируемыми здесь статьями 
Бора и рядом других печаrаются в сборнике ~Причинность", под­
rотовляе~iом в Харькове при участии общества физиков-материали­
стов. Этот сборник и настоящая книга дадут, наконец, советским 
читателям авторитетную базу для дискуссий, ведшихся до сих пор 
большею частью на основании популчрных статей и ·другого сом­
нительного материала из вторых рук. 

в заключение мы рады принести благодарность автору книги 
за ряд указаний и предоставление оттиска работы, напечатанной 
в журнале, который не получается ни в одной из библиотек, а 
также В. А. Фоку и В. А. Амб'арцумиану за участие в обсуждении 
приме•1аний. 

Ленин1·рад, Физико­
техническиli институт 

Яноарь 1932 г. 

ПРЕДИСЛОВИЕ · 

Д. Иваненttо 

Лекции, прочитанные мною весною 1929 г. в Университете 
в Чикаго, дали мне повод еще раз полностью рас~мотреть прин­
ципы 1<ванювой теории. Со времени заклю<шrельных исследований 
Бора в 1927 г. эти принцнnы не испытали существенных изменений, 
а некоторые новые эксперименты подт13ердили важнейшие поло­

жения теории (Раман-эффект). Несмотря на :но, многие физики 
до сих пор еще нмt>ют r"opee своего рода веру в правильность 

новых принципов, чем ясное их понимание, поэтому мне 1,азалось 

целесообразным изщщ, прочитаf!ные мною в Чикаrо ле1щии в форме 
небольшой книги. 

Так как формалыщй математическнй аппарат квам·ово11 теории 
уже доступен всем, благодаря несколышм прекрасным изложениям, 
и его знание распространено rораздо больше, чем знание принци­

пиальных основ, то я ограничился тем, что представил ero в виде 
собрания формул в конце книги. В тек..:те же я сrарался обоt1тис1, 
простейшими формулами и вычислениями, посколы<у вто только 
щ1залось возможным. 
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В изложении придано особенное значение равнозначности I<OP· 
пускулярноrо и волнового представ:1ений, что теперь также 11с110 выра­

жается и в формализме теории. Эта даJiеко идущая симметрия кню·и, 
в отношении CJIOB "корпускуJ1а1< и "волна", должна, между прочим, 
показать, что в вопросе, скажем, о пригодности закона причин­

ности ИJIИ других принципиальных вопросах ничего не выигры­

вается, ес,1и перейти от одного способа' представления к Jtругому. 
Далее я попытался возможно яснее подчеркнуть разницу между 

пространственно-временными волновыми теориями с одной стороны 

и шредингеровскими волнами в конфигурационном пространстве 

с другой. 

В общем, однако, эта книга не заключает в себе ничего, чего 
нельзя было бы уже найти в прежних изложениях и в особенности 
в известных исследованиях Бора. Це11ь книги покажется мне достиг­
нутой, если о.на несколько будет способствовать распространению 
того "копенгагенского духа квантовой теории" (если я могу так 
выразиться), который дал напрамение_ всему развrпию новой атом­
ной физики. 

Мою благодарность в первую очередь я пр;,ношу д·ру 

К. Экарту и д-ру Ф. Хойту, которые не только взяли ыа себя тя­
желый труд анrJiийского перевода, но также существенно помогJiи 

улучшению книги разработкой некоторых ГJiав и своими советами. 
Я хотел бы также выразить благодарность д-ру Г. Беку за про­
смотр корректуры и ценную помощь при составлении манускрипта. 

fJ. Гейзепберz 
Лейпциг, 3 марта 1930 r. 



1. Введение. 

I. ТЕОРИЯ И ЭКСПЕРИМЕНТ 

Подобно веrцам повседневной жизни фиаические опыты и их 
реаультаты могут б1пь описаны с помощью наглядных понятий 
в пространстве и времени на обыкновенном языке, который соот­

ветствует сжружающему миру. Если бы физика моrла удовлетво­
риться в качестве резуJ1ьтатов опыта описанием, скажем,· положе­

ния линий на фотографичесr<их пластинках или других аналогичных 
фактов и отказаться от всех .теорий", то, конечно, всякая теоретико­

познавательная дискуссия была бы излишней. Но мы собираем раз­
личные опыты в группы, связываем события как "причину" и "след­
ствие" и создаем более или менее развитые; смотря по степени 
систематики, теории. Тот же процесс происходит не только с фи­
зическими, но даже и с самыми примитивными опытами повседнев­

ной жизни и служит основой для образования понятий. 
При таком процессе образования понятий довольно часто по­

кидается основа, даниан опытом : бессознательно делаются необос­
нованные обобщения, пока, наконец, не возникают противоречия. 
Чтобы создать абсолютно достоверное основание для фи!тческих 
теорий, как кажетсн, потребовать, чтобы дш1 описания 
явлений применялись только целиком основанные на опыте понятия. 

Это требование, однако, совершенно невозможно провести, так как 
тогда должны были бы подвергнуться пересмотру повседневные 
понятия и трудно сказать, что после этого осталось бы от нашего 
языка. Подобный генеральный пересмотр представляется поэтому 
связанным с непреодо.1ииыми трудностями. При таком положении 
вещей кажется более цеJiесообразным ввести сперва в физическую 
теорию значительное количество rюнятий, не принимая во внимание 

их строгую обоснованность на О!}ЫТе, и предоставить природе в от­
дельном случае 1саждой теории решать, требуется ли и в каких 
пунктах пересмотр основных понятий. 

Так, например, цлп теории относите:льности была характерной 
критика таких понятий, как: масштаб, часы и т. д. Эта критика 
исходиш~ из того, что в наших обычных понятиях -?Сегда с.одер­

жалось молчаливое допущение о 1щзмож1щсти, принципиальной по 



крайней мере, распространения сигналов е бесконечно большой 
скоростью. После того как эюшерименtалыю было установлено, 
что в природе не существует скоростей, превышающих скорость 

света, и последнее положение было постулировано как закон при, 
роды, -- nриступили к пересмотру всех понятий, относящихся к этой 
проблеме; это привело 1< свободному от противоречий толкощшию 
опытов, что прежде не удавалось. Еще более радикально разошлась 
с классическими 11онятиями общая теория относительности, которая 
в конце конuов допустила без ·критики только одно понятие про­
странственно-временного совпадения. По этой теории обыденный 
язык 11рименим к описанию только тех опытов, в которых грави­

тационная постоянная и величина обратная световой скорости могут 
быть рассматриваемы как очень малые величины. · 

Таким образом, несмотря на то, что теория относительности 
предъявляет большие требования к способности к абстракций у 
физиков, она все же достаточно идет навстречу потребностям, вы­
текающим из научной трающии, поскольку в этой теории допу­

скается строгое разделение мира ·на субъект и объект и точная 
формулировка закона причинности. Но именно в этом-то пункте и 
возникают тру!lности квантовой теории. В то время как в атомной 
фиЗ'Ике подробная критика понятий "масштаба", "часов" и 'Г. л. 
представляется пока изпишней (поскольку не рассматривается ре­
лятивистская квантовая механика), как раз поюпие пространственно·· 
временного совtrадения и понятие "наблюдения• должны быть 
основательно пересмотрены. При обсуждении какого-либо опыта 
особенно должно приниматься во шшмf!ние взаимодеf!ствv.е иежду 
объектом и наблюдателем, которое непременно связано с J(аждым 
наблюдением. В классической теории принималось, что этим вза­
иыодействием, как внчтожно малым, можно пренебречь ю~и что ero 
влияние поддается контролю и может быть исключено с помощью 
вычислений. 

В атомной физ1ше, одна~<о, нельзя сделать это допущение, так 

как, вследствие прерывности в атомных процессах, каждое взаимо­

действие может вызвать частью не учитываемые, относительно боль­

шие измененш1. 

Следствием этого обстоятельства является то, что вообше 
опыты, опреде1нющие какую-нибудь физичес1<ую величину, делают 
в то же время недействительным ранее добытое анание других 
ве.Тiичин, так как они влияют неконтролируемым образом иа изме­
ряемую систему и тем самым изменяют рапее 11звестные величины. 

Исследуя это влиюше количественно, мы найдем, что во многих слу­
ча11х для одновременного знания различных переменных существует 

конечный пр~;дел точности, перейти 1юто1щй невозможно. В теории 

относите/Jьности исходной точкой для критики понятий был посту-



лат, что никакой сигнал не может распространяться со скоростью, 

нревышающей скорость света, Таким же образом можно постули­
ровать названные нижние пределы точности для одновременного 

·"1;шия разных переменных -так называемые "соотношения не­

онределенности", как закон природы, и сделать их исходной 
точкой для критики понятий квантовой теории. Эти "соотношения 
11r:определенности" и дают как раз ту степень нарушения класси­

ч;:ских понятий, которая необходима для непротивиречивого о_писа­

ню1 атомных процессов. 

Программа последующих рассуждений, таким образом, доJ1жна 
быть следующей: сначала рассмотреть все понятия, введение кото­

рых непосредственно диктуетсн опытами, затем установить области 
применения для различных понятий и показать, что ограниченные 

таким путем понятия, вместе с математическим формализмом кван· 
товой теории, образуют .систему, свободную от противоречий. 

2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ НВАНТОIЮЙ ТЕОРИИ. 

Предварительный обзор важнейших понятий а1омной физики 
дают следующие опытаые факты, характеризуемые известными фо· 
тографиями (рис. 1-4). 

а) Фотографии Вильсона. 1 Материальные J1учи, исr:ущенные 
радиоактивными элементами, проходя сквозь камеру, содержащую 

пересыщенный во,дяной пар, образуют (предполагая, что лучи об­
ладают достаточной энергией) штрихообразные следы конденсиро­
ванного пара (рис. 1 ). 

Этот опыт дОJ{азывает дискретный характер матерцальных лучей 

и показывает, что вполне це11есообразно представлять себе эти 
лучи в виде маленьких, быстро .'!етящих частичек Каждый след, 
образованный водяными каплями в вильсоновскоt! камере, непосред­
ственно представляет путь одной частицы. Под частицей или кор· 
пускулой понимают при этом всегда образование, движущееся по­
добно материальной точке в классической механике, т. е. точечную 
систему, на состояние движения которой влияют только фи­

зические поля в непосредственной ее близости. Образование 
следа нужно представлять себе так: частица сталкивается в камере 
с атомами газа и их ионизирует. Полученные ионы вызывают 

конденсацию воднных паров вокруг себя и ввиду этого дают 
центры д1rя обrазования маJiеньI<ИХ водяных капель. Таким обра­
зом вдоль пути летящей частицы создаются водяные- капельни, 

непосредственно доступные наблюдению. 

1 Цафры "1" и др, относнтся к литерi!турному указателю на с1р. 115 



Иавестно, что из опытов с отклонением в электрическом и ма• 
гнитном поле можно определить скорость и массу части11. и что 

воаможно дмее намерить также аар11д отдельиой частицы. 

Ь) Диффракция .материальных луч,ей. 2 (Д з в и с с о н -Дж ер­
м е р, Дж. П. Т о м с о н, , Р у n п.) Если материальный лу)I проходит 
сквоаь решетку (пространствеНJ:Iая решетка, решетка штриховая), то 
имеют место те же явления, которые иавестны из оптики видимых 

и рентгеновых лучей. (Рис. 2 представляет собой сделанный' Том­
соном дебай-шерреровский снимок с материальными лучами.) По­
добные же явления получаются, конечно, и при отражении луча 
материи от решетки. Полезно поэтому лучи материи толковать 
наглядно как волновые процессы. 

Измерение диффракционных максимумов рааличных порядков 
поаволяет, как и в оптике, определить длину волны материальных 

.nучей. Длина rюлны находится в эмпиrшческой аависимости от 
механического импульса р отдельных корпускул, который должен 

быть приписан материальным лучам в описанных в параграфе а) 
явлениях. 

По де Бройлю для длины волны имеет место соотношение: 

(h- постоянная Планка). 

h 
Л=-

р 

с) Диффракцця элетстро.uагнитных лучей. Если видимые или 
рентгеновы луttи проходят сквоаь решетку или отражаются от нее, 

·то имеют место иавестные явления интерференции, которые явля­
ются основанием для волновой теории излучения и могут быть 

использованы известным способом для измерения длины волны со• 
ответствующего излучения. Рис. '3 nокааьшает дебай-шерреровский 
снимок с рентгеновыми лучами. Принцип этого снимка ааклю­
чается в том, что пучок рентгеновых лучей падает на кристалли~ 

ческий порошок; отдельные беспорядочно лежащие кристаллики 
дают по'мимо прошедшего прямо луча еще диффракционные иао­
бражения, что и дает в сумме картину рис. 3. 

d) Опьtт Комптона-Симона. а Рентгеновский луч, проходя 
череа вильсоновскую камеру (сравн. а), отрывает электрон пр1'. 
рассеивании на встречной молекуле гааа (элеюрон отдачи). Это11 
электрон, как описа11,о в а), может быть замечен благодаря своему 
туманному следу. 

Описанное явление можно истолко.вать следующим образом: 
электромагнитное излучение (в данном случае рентгеновский луч) 
состоит иа отдельных частичек, которые сталкиваются с злектро~ 

нами газовых молекул (эйнштейновская гипотеаа световых квантов). 4 

Каждому сQетовому кванту при этом следует приписать энергию (Е) 
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и импульс (р), которые связаны с измеренной в с) частотой v 
l'оответствешюго излучения следующим образом: 

h 
E=hv; р=-л-· 

Примеыение механических законов столкновени.я материальных 

точек· к взаимодействию: световой 1шант -- электрон, дает простым 

способом з.ависимость м.ежду направлением вылетевщего электрона 
н направлением, в котором двигается дальше рассеянный световой 

квант. Опыт Комптона-Симона позволяет непосредственно испытать 
следствия чисто корпускулярной теории рассеивания рентгеновых 

лучей. Направление вырванного электрона может быть ведь изме­
рено в вилы:оновской камере по образованному следу тумана. 
Иногда также возможно наблюдать направление рассеянного свето-
1юго кванта; а именно, последний может, пf}оходя сквозь вильсо­

новскую камеру, снова вырвать со своей стороны у встречного 

атома электрон, который становится за:.1етным всJiедствие. образо­

вания ,тумаиJ.. Наблюдения в вильсоновс1юй камере позволяют 
поэтому определить места обоих процессов, вызванных световым 
квантом, и вместе с тем, конечно, направление соединяющей их 

линии, которое представJiяет пуrь светового луча. (Нижняя часть 
рис. 4 дает снимок такого стошшовения, верхняя часть дает тот же 
снимо1<, но только здесь пути част:щы обозначены стрелками.) 
Снимки Комптона-Симона могли действительно показать, что законы 
упругого удара выполнены, и тем самым становится очевидной 

корпускулярная природа электромагнитного излучения. 

е) Опыты Фран!(а-Герца со сmоЛ1mовения.ми. б Если Пучок 
мед11енных электронов одинаковой скорости пропускать через газ, 

то эле1о.1'ронный ток при изменении скорости при некоторых дис­

кретных значениях скорости (энергии) меняется скачком. Точный 
анаJшз этих опытов ведет к сл~дующему объяснению: сами атомы 

газа могут иметь лишь известные дискретные значения энергии 

(основной постулат Бора). Ес11и значение энергии известно, то по 
Бору говорят о "стационарном состоянии" атома. 

Если энергия эл~трона недостаточна, чтобы перевести атом из 
первоначального состояния в ближайшее энергетически выстее 
сос:rояние, то он , испытывает то,1ько упругие столкновения с ато­

мами газа, не взменяя при этом значения своей скорости. Если 

теперь увели,швать энергию электронного пучка до значения, когда 

кинетичеошя энергия каждого эш:ктрона достаточна, чтобы пере­

бросИ1ь атом в б:Jижайшее высшее энергетическое соетояние, тогда 
часть электронов, проходя через газ, отдает свою энерrию атомам 

газа; электронны11 ток вследствие этого изменяется в 1\ри1·ических 
точках очень быстро. 

1З 



Понятие о стационарных состояниях, ставшее наглядным после: 
опытов Франка-'- Герца, является наиболее ярким выражением для: 
прерывностей, наблюдаемых во всех атомных процессах. 

Из указанных основных .опытов видно, что материя и излучение 
показывают удивительную двойственную природу: .в одном случае 
они ведут себя как волны, в другом - как частицы. Этот дуализм 
между корпускулярным и волновым представлениями был отмечен 
Эйнштейном в явлениях излучения в 1909 году; тот факт, что дуа­
лизм этот имеет место и для материи, был замечен де Бройлем в 
только несколько лет назад. Ясно,· что материя не может одно­

:-

НАПРfl.ЖЕ:нис 
Рис. 5. 
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временно состоять из волн и 

частиц, - оба представления 
чересчур различны. Скорее раа­
решение трудности нужно ис­

кать в том, что обе картины 
(корпускулярная и волновая) 
суть только аналогии, которые 

иногда имеют место, иног,ца нет. 

В действительно~ти, например, 
экспериментально только пока­

зано, что в некоторых опытах 

электроны ведут себя как час­
тицы, но при этом отнюдь не до· 

казано, что они обладают всеми 
признаками корпускулярного 

образования. То же следует 
mutatfs mutandls и для волновой 
картины. Оба представления 
могут быть действительны как 
аналогии только в известных 

предельных случаях; как целое атомные явления не могут быть 
непосредственно описаны · нашим языком. Свет и материя суть. 
единые физические явления; их кажущаяся дгойственность возни­
кает вследствие существенной ограниченности нашего языка. 

Как было уже подчеркнуто во введении - нет ничего удиви· 

тельного в том, что наш язык не пригоден для описания атом­

ных процессов; ибо наши понятия' исходят из опытов повседнев­
ной жизни, в которой мы постоянно имеем дело с большим коли­
чеством атомов и никоrда не наблюдаем отдельных атомов. Для · 
атомных процессов у нас таким образом нет наглядного представления. 

Для математического описания явлений, к счастью, такая наглядность 

вовсе не нужна; мы обладаем математической схемой квантовой 
механики, которая согласуется со всеми ·экспериментами атомной 
физики. Если же, несмотря на это, желают перейти от матема-
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·1ики к наглядному описанию явлений, то приходится дово.1ьство­

ваться неполными аналогиями, которые нам дают волновая и кор­

нускулярная картины. 

Как показал Бор, этот дуализм наглядных представлений также 
образует естественную исходную rочку для критики введенных в 
теорию образов и понятий. Ибо очевидно, что, принятое без 
критики, одновременное применение волновой и корпускулярной 
картины ведет к непосредственным противоречия!'(. Из одновре­

менного существования обеих картин можно сразу же заключить, 
что для применения каждой из этих: картин природой устаномены 

известные границы. Гранины, до которых является применимой 
корпускулярная картина, могут быть, например, получены из волно­
вой картины. Как показал Бор, 7 этим путем может быть получен 
простой вывод соотношения неопределенности между импульсом и 

координатой частицы. Также можно из корпускулярного пред­
ставления сделать заключение о границах, поставленных природой 

для прнменения волновой картины. 
Прежде чем перейти к критике основных понятий, нужно ука­

зать, что развитие математического аппарата квантовой механики 

предшествовало физическому пониманию атомной физики. Чтобы 
с самого начала не затруднять понимания соотношений, формализм 
I<вантовой теории, поскольку он необходим для общих рассуждений, 
приведен в конце книги (цитируется как М). На него мы должны; 
конечно, ссылаться во многих примерах, так как без математики 
нельзя приступить к разработке физических проблем. 

fl. Критика физичесиих понятий 
иорпусиулярной иартиньt. 

1. СООТНОШЕНИЯ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ. в 

Понятия: положение, скорость, энергия получены из простых 

опытов Повседневной жизни, в которых посредством этих слов 
описывается механическое поведение макроскопических образований. 
Э 1·и понятия были перенесены потом на электроны, так как элек­

троны в некоторых основных экспериментах вели себя в смысле 
механики полобно предметам в повседневном опыте. Но так как 
мы знаем, что это сходство имеет место лишь в ограниченной 
области, то соответственно и область применения понятий I<орпус­
кулярной картИ:ны должна быть ограничена. К этому ограничению 
можно притти по Бору 7 простейшим способом, вспоминая, что все 
наглядные (т. е. могущие быть описанными в пространстве и вре­
мени) факты атомной физики могут быть Qписаны та к же и с по­
мощыо nолпоnой картины" Последующае рассуждения одинаково 
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справедливы для каждой из трех пространственных координат 9лекщ 

трона и будут поэтому проведены только для одной. Тот факт, 
что положение электрона определяется с известной точностью Лq, 
описывается, очевидно, в волновой теории посредством водновой 

функции, амплитуда 1ютороi1 заметно отли 11ается от нуля только 

в очень, маJiой области, приблизительно равной Лq. Построенная 
таким образом волновая функцин может быть всегда предстаВJiена 
состоящей Из некоторого чисJJа состанляющих волн; которые так 
интерферируют между собой, что в небольшом пространстве !lq 
они друг друга взаимно усиливают, а вне его повсюду взаимно 

уничтожаются. Такое образование называют в о л н о в ы м па к~­
том. Общая математr~ческая теорема п~асит, что всегда воз· 
можно, посредством соответственного подбора отдельных составляю­
щих волн, построить волновой пакет дюбой формы. С течением 
времени та1щй волновой пакет йзменяет, вообще, свою ве1шчину и 
форму и, наконец, исю1ючая некоторые специальные случаи, рас­

сеивается по всему пространству. Скорости вотювоrо пакета со­
ответствует скорость электрона. Точную скорость нельзя, однако, 
определить посредством волнового пакета, потому что он, как 

было уже сказано, помимо движения вперед еще распространиется 

во все стороны, рассеипается. Это рассеяние oбycJioвJiиnaeт не­
опреде,1енность, скажем, всJiичины Лр в определении импульса 
(масса lш скорость). Из простейших законов оптики совместно с 
уравненинми М (203), (204) математического приложения может 
быть выведено, что: 

дq Лр~h. (1) 

Прt:дставим себе волновой пакет состоящим из плоских волн, 
длины волн которых должны лежать вблизи значении ), = Л 0 • 
Таким образом, в области внутри пакета имеется в общем, примерно, 

tщ = п волновых пучностей -и узлов; вне пакета плоские волhы 
~о 
1<омпенсируются благодаря интерференции. Это возможно тогда и 
rолько тогда, если в совокупности применяемых плоских волн 

имеются также и такие, для которых по меньшей мере п -1- 1 110-

падают в критическую область. Мы имеем, следовательно: 

~--- > п _rr_ 1 (2). 
Л0 --дл-~ ' 

rде ЛЛ дает, примерно, область длин волн, необходимую для обра­
вования пакета. Таким образом: 

~~.ы ~ i. (3) 
"n" 
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С другой стороны, rpynnoвaя скорость волн [см. М (204), rде 
!1· масса эшктрона] 

h 
Vg=--, 

Ло!J-

и рассr'нние пакета, соотнетствующее области д·А, характеризуется 
чере:; 

(4) 

По определению Лр = [tЛvg, и поэтому согласно (3) получим: 

Лр·Лq>h. (5) 

Это соотношение может быть применено для ка::щой степени 
свободы в отде;1ьности: 

(6) 

Соотношения неопредеJiенности соответствуют прежнему обыч­
ному делению фазового пространства на клетки величиною h и 
уточняют физический смысл этого деления. Соотношения неопре­
деленности представляются более естественными, чем прежнее де­
ление, потому что таким образом отпадают произвольно установ­
ленные стенки между отдельными клетками. Соотношения (6) дают 
границы, до которых могут быть применимы понятия корпускуляр­
ной теории. Вь,ходящее за пределы (6), более точное употреб­

ление слов "положение", "скорость" также бессодержательно, 
как применение слов, смысл которых не определен. 1) 

Соотношения неопределенности могут быть также выведены без 
непосредственного обращения к волновой картине с помощью мате­
матической схемы (М § 2) квантовой теории и ее физической 

интерпретации. 9 

Какое либо знание координаты q электрона может быть выра­
жено амплитудой вероятности S(q1) в том смысле, что выражениr 

1) Здесь нужно вспuмнить, что человеческий язык допускает, вообще, 
образование предложений, из которых не;1ьзя uывести никаких следствий 
и которы~ поэтому, в сущности, совершенно бессодержательны, хотя и 
дают своего рода наглядное представление. Так, например, утверждение, 
что на ряду с нашим миром существует еще второй, с которым, однако, 
невозможна п р ин ц и пиал ь но никакая связь, не приводит ни к ка­

кому следствию; несмотря на это, в нашей фантазии возникает при таком 
утвержлени;~ некоторая картина, Вполне понятно, что такое утверждение 
пе может быть ни доказано, ни опровергнуто. Особенно осторожно нужно 
употреблять выражен~<е .в действительности", так юш оно легко приводит 
к такого рода утверждениям. 

2 В. Геil.венберr. lT 



!S(q')!2dq' дает вероятность найти !Электрон между ц' и q' + dq'. 
Пусть 

есть среднее значС'ние q, тогда дq, определенное выражением 

(дrz)~ = 2 J (q' - IS(q')!2dq', (8) 

можно будет обозначить как неточность в знании положении ::~лек­
трона. 

Аналогично, 1S(р')i 2 dp' дает веронтносп. измерить имнульс 
электрона между р' и р' +, dp'. 

Мы полагаем снова 

р=~ j p'IS(p')l 2 dp' (9) 
и 

(др)2 = 2 J (р' - jj)2 \S (р1)\2 dp' (10) 

и обозначаем Лр как неточность в знании импульса эле1<Трона. 
Между S(p') и S(q') имеет место, согласно М (188), соотно-

шение 

s (р') = f s (р' q') s (q') dq'' (11) 

где S(p'q') обоаначает функцию преобразования, которая переводит 
из одной координатной системы (в rильбертовском пространстве), 
в 1<0торой q было диагональной матрицей,-· в другую, в которой 
диагональной матрицей ш:шяетсн р. 

Из 

s--1 " PrpJ'-' =P(qJ 

следует тогда, согласно М (169), 

h d (' . ! ') 1 ,~ (. 1 '). -, : ----;- ._) 1 р (j = р ,) р (j ' 
~Тll dq 

Нормируя, нолучаем 

~~~ p't/ 
S = coнst · е 1' 

2ni 1 1 -pq 
S ( 1 ') ll oq =---е 

· Vli 

(12) 

( 13) 

(14) 

Значения дq и др, таким образом, связаны математически 
посредством (11) и (14) и можно спросить, какан функция S(q') 
приводит к минимуму произведение др· Лq: 

др· Лq =се М.in. (15) 
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Чтобы упростить дальнейшие вычисления, введем следующие 
сокращения: 

x=q'-q; У=Р'-р;) 
2ni f 1 -pq 

s(x)=S(q')eh i 
_ 2rciq(p'-p) 1 

t(y)=S(p')e п J 

Тогда на (8) и (10) следует 

( дq) 2 = 2 .{ х2 i s ( х) 12 tix } 
(др)2 = 2) у2jt(y)12 dy 

а из (14) получаем 

1 -Yi ху J 2"i 

t(y)=vh s(x)e dx. 

Из (16)--(18) выводим: 

1 1 ( J ~lr~xy • (Л11)·2,".,, ___ =: ·.;Ч*fv'\dv· s(x)e' dx ::t V1z.,, ,_,_ , 
J 

-- .::. t* (J:) s(x)i ---,--- 1е 11 rlx 
l ( f. / h д \ 2 2тс! ху 

v' h · \211:i дх) 
'И ,. 

1 j""'. ( h \21· a2s _~Лzxv .•. 
-=---= .. --- t · <у) . ---· '.· - - , е d.c Vli - , 2тJ / дх2 

;;>; "' / 1! 

=: (-'' ~-)2. !--. s* (х) ~12s t!x 
2тсt t'. dXA 

== iz~'i . г 1 дs_ \~ dx 
4тс •/ i 1 

Но 1в очспидного соотношения 

i " .... 1 ~) 
! х ' ) t (}::, 1" - -. 

1
-( :1-:-2 s t х - д-- ". 1 .;,:> u 1:,q) . х 

следует неравенство 

! дs 2 1 12 
1 ,. -; lx) . 
i дх . (Лц )3 - ' 1 

d 1 х· 
d,~ ( (Л(J):~ 8 

* 

( i()) 

( l i') 

(18) 

(J 7а) 

( J 9) 



и после шпеrрирования, в виду (17а): 

1 1 h2 1 
2-(Лр)2>-г4~2 дq2' 

т. е. 1) 

Лр Лq 
211: 

(20) 

Минимум может быть достигнут только для тех функций s(x), 
для которых в ( 19) имеет место знак равенства. 

То1да должно быть 
х' 

дs х ( - 2 (iiz)' 
- . =с -- -·---, s ( х) или s х) = coпst · е 
дх (Лq)2 

и, СОГJШСНО (14), 

(q'-ii) 2 2т:i -- ' ·- "--д-. -···'ii. pq 
S(q')=coпst-c -с q) 

(р'--р)2 21'i -

S(p') == const · е 
----2 (др)' 'r71q(p -р) 

J а} ссовское распределение для вероятностей ивмерения р и q 
дает, следоватеJJьно, минимальное вначение для др· дq; для всех 

li 
дру rих распределений произведение неточностей больше- чем 2тс. 

Нужно еще отметить, что этот вывод по своему математи­

ческому содержанию нисколько не отличается от вывода соотно­

шеннii неопределенности из дуаливма корпускулярной и волновой 

1сартин; только докавательство формулы (20) здесь произведено точно. 
Физиqески (20) кажется сперва более общей, чем (6), так как (6) 
относится специально к положению и импульсу свободных электро­
нов, в то время как (20) справедлива для каких угодно кано­
нически сопрюкенных переменных и применимо также к связан­

ным электронам. 

Однако, это преимущество (20) по сравнению с (6), как под­
черкнул Бор, менее значитеJiьно, чем это кажется на первый взrJiяд, 
так как, например, измерение положения или импульса связанного 

электрона может быть произведено то,1ько в тех экспериментах, в кото­
рых электрон может быть практически рассматриваем как свободный. 

1) Нужно заметить, что иногда вместо опреде1;енных здесь величин д·r, 
('~ :<несь стоит дJiя р или q) применяется "средняя неточность" Л1J', которая 

с нашими величинами связана соотношением д1J = у-2 Л1J'. Тогда вмесго(20) 
! /z 

будеr иметь место Лр' Lщ' 2 2". Сравни; например, Weyl, "Grнppen-

theorie 1Шl1 Qt1aпteaшeclшпik", стр. 67. Leipzig, 1928, 



2. ИЛЛЮСТРАЦИЯ СООТНОШЕНИЙ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ НА 
РАЗЛИЧНЫХ ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ ПРИБОРАХ. 

а) Измерение положения свободных алел тронов. Соотн mпенш; 
неопределенности относятся к степени точности нашего ( оюювре­
менноrо) знания в настоящий момент различных величин, встре­
чающихся в квантовой теории. Так как эти соотношения нс огра­
ничивают, например, измерения только положения или измерения 

скорости в отдельности, то их действие выражается только в том, 

что каждый эксперимент, позвш1яющий произвести измерение, 

скажем, положения, необходимо до некоторой степени нарушает 

знание скорости. Если мы, например, примем, что скорость элек­

трона точно известна, а поJiожение напротив вовсе неизвесШОr то, 

тогда каждое следующее наблюдение положения должно ипменять 
импуJiьс эJiектрона; причем это изменение неопределенно, и эта 

неопределенность должна быть такова, чтобы после пронедения 
эксперимента наши знания о движении электронов были оrраны­
чены соотношениями неопределенности. В последующем это будет 
доказано на некоторых экспериментах в виде приыеров. За11етим 
однако сейчас уже, что соотношения неопределенности очевf;дiю не 

относятся к прошлому, так как если сначала известна скоµость 

электрона, а затем будет точно измерено пшюжение, то во::можно 
и для времени перед измерением положения точно вычислил. ;юло­
жения электрона. Для этого прошедшего времени произведени~ Лq др 
меньше, чем обычная граница. Однако это знание прошлого нмеет 
чисто умозрительный характер, так как оно (вследствие из1Vенения 

импульса при измерении положения) никаким образом не в:юдит 
как начальное условие в какое либо вычисление будущей С)'дьбы 
электрона и вообще не играет роли ни в ка1<0м физическом sкспе­

рименте. Стоит ли названному вычис11ению прошлого эж к rрона 
приписывать какую либо физическую реалыюсп., является r·оэтому 
только делом вкуса. 

В качестве первого примера нарушения знашн1 импульса прибо­
ром для измерения подожения мы выберем измерение поJrожения 
~.1икроскопом (Бор, указанная статья). Пусть электрон движ~1ся на 
таком расстоянии от объектива микроскопа, что угол, обраа.J·емый 
исходящим от электрона рассеянным пучком лучей, равен е, Пусть 
длина волны и частота падающего на электрон света будут с11;.твет­

ственно ). и v. Точность измерения положенин в направлеюш сси х 
будет согласно законам оптики (рис. 6) 

Дх,..._, __ А .... . ' SJI! е 
(21) 

Для измерения положения нужно, чтобы по мен:ыпей мере один 
световой квант был рассеян от электрона и через микроскоп по-
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пал в глаз наблюдателя. Этот световой квант вызывает комптонов­
hv 

ский отброс эле1<трона порядка - Отброс '<'е известен точно, 
с 

так как неизвестно направление световоrо кванта внутри пучка 

лучей (угол зрения в); таким образом 
для неопределенности отброса в напра­
влении х имеем: 

i 
v 

Рис. 6. 

hv 
Арх =-·sine, (22) 

с 

и для движения электрона после опыта 

следует: 

(23) 

Против этого вывода сперва могут 
быть еще приведены возражения. Не­
определенность отброса обусловлена ведь 
тем, что неизвестно, какой путь прохо-

дит световой квант внутри пучка лучей. 

Можно было бы попробовать устано­
вить этот путь таким способом: еде· 

___ лать микроскоп подвижным и измерять 
отброс, получаемый микроскопом от 
светового кванта. Однако это не по· 
может избежать соотношений IJеопре-
деленности, так как сейчас же возникает 

вопрос о положении микроскопа, а для положения и импульса всего 

.микроскопа имеем снова соотношения (23). Конечно можно избежать 
измерения положения микроскопа, если например одновременно 
наблюдать электрон и неподвижную шкалу через движущийся 

микроскоп. Но для такого наблюдения должны проходить одно­
временно через микроскоп к глазу наблюдателя по крайней мере 
два световых кванта (один от шкалы, другой от электрона), и тогда 
одно только измерение отброса микроскопа уже не поможет полу· 
чить сведения об идущем от электрона световом кванте я т. д. 

Можно было бы также думать о существенном повышении точ­
ности измерения положения путем точного измерения максимума 

диффракционной картины, создаваемой микроскопом. Эдесь нужно 
однако заметить, что это возможно только тогда, когда диффрак· 

ционная картина • (на фотографической . пластицке или в глазу) 
создана многими световыми квантами. Элементарный подсчет пока­
зывает, что максимум ширины дх диффрв.кционной картины, соз­
данной т световыми квантами, можеТ быть установлен с точностью 



АХ 
дх' =у;;;· Таким образом получается действительно повышение 

точности измерения положения в V iii раз. С другой стороны, 
каждый из т rветовых квантов дает неточность в определении 

д h'V • б ( 
импульса Рх = - sш s, и о щая неточность по теореме сложе-

с 

ния независимых ошибок) будет: 

т. е. снова имеет место 

Лх' • Лр'х,....,, h. 

Для всего обсуждения этого эксперимента 'характерно одновре­
менное применение корпускулярной и волновой картин. Мы приме­
няем эдесь, по существу, 

этот дуализм в теории 

излучения: с одной с10-

роны мы говорим о пуч­

ках лучей и законах оп­

тики, с другой о световых 

квантах и обусловленных 
имц отбросах. 

Другое простое опре­
деление положения может 

быtь произведено следую­
щим образом : 

Пусть опять-таки впол-

i'~ . : Id----т--

-··-----t---Г-----
Рис. 7. 

не известна скорость электрона. Мы выделяем тогда пучок возмож­
ных электронных путей с помощью щели в экране шириною d 
(рис. 7). 

Если электрон проходит сквозь щель, то очевидно его положе­
ние в направлении параллельном экрану определено с точностью d. 
Если же представить летящий электрон, как плоскую волну 
де Бройля, то тотчас же видно, что с выделением луча шириною d 
связано также и раrсеяние. Выходящий луч имеет конечный угол 
расхождения а, который на основании простейших законов оптики 

определяется следующим образом: 

. 'А s1n а,_, __ 
d" 

(24' 

('А= длине волн де Бройля). Таким образом, импульс электрона 
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параJiлеJiьно экрану после прохожденин электро1-iа сквоэь щель ста" 

новитсн неопределенным на величину 

Jz . 
Лр -~-::- ·SIП (J,, 

). 
(25) 

h 
так как есть импульс электрона в направлении луча. Из rого, 

;" 
что dq = d, следует: др дq -~ h. В этом выводе нет речи о дуа;шзме 
"волна - частица" в теории излучения, но зато он применен здесь 
в теории материи. 

Как последний эксперимент для измерения положения рассмотрим 

обычные способы: наблюдения сцинцилляций и вильсоновские 
снимки. 

Для этих способов характерно, что укаJателем присутствия 
частицы· служит обусловленная ею ионизация атома. Очевидно 
нижний предел точности при таком измерении положения дает.:я 

величиной ионизуемого атома Лq. При ионизации изменяется им­
пульс ударяющей частицы. Так как импульс вырванного из атома 
электрона может быть измерен, то неопределенность в изменении 

импульса ударяющей частицы равна неточности импульса Лр 
электрuна, пока он еще свяsан в атоме. Эта неточность импульса 
связана с величиной атома опять-таки известным соотношением: 

Лр !J.q ?::_ h. 

(Как должно быть рассмотрено позже, ЗЩ'СЬ обыкновенно имеет 

~~есто др Лq -~ nh, где п обозначает квантовое чис;ю соответ­
ствующего стационарного состояния.) СледоватеJ1ьно также и для 
Этого типа измерения положения справедливо соотношение неопре­

деленности. Дуалиsм --- БОJIНы-частицы - не выступает в этом выводе 
непосредственно; соотношения неопределенности являются след­

ствием J{ВантОБЫХ условий для стационарных состояний, но конечно 

дуализм все же заключен неявно в квантонь1х условиях. 

Ь) Измерение скорости или импульса свободных электронов. 
Прос rейшее опредеJ1ение скорости, непосредственно соответствующее 

первоначальному определению слова скорость, совершается путем 

измерения положения в разли<шые моменты времени. Если взять 
очень большие промежутки времени между такими измерениями 
положения, то можно с любой точност1,ю опред:лить скорость ча­

стицы перед последним измерением положения. Скорость 11 о с л е 

определения положения, которая только и представляет физический 

интерес, будет, разумеется, известна не так точно; напротив, свя­

занное с посJiедним измерением положения изменение импульса 



cнoIJa обусловливает справедливость соотношений неопреде;1енности, 

1<а1< было показано в предыдущем параграфе. 

Другой, часто употре6J1яемый метод иsме 1ения скорости заря­

женных частиц основан на эффекте Допплера (Бор, 1. с.). 
Возьмем наприыер такую установку. 

Пусть импульс эле1прона параллельно падающему свету 

[направJiение х] точно известен, т. е. его положение в направле­
шы: х совершенно неизвестно: напротив, пусть положение в направле­

нии у очень точно известно - импу11ьс же вовсе неизвестен. Речь 
следовательно идет об определении скорости в направлении у 
и нужно показать, что во время этого определения знание поло­

жения в направлении у теряет свою точность настолько, что после 

опыта снова справедливы соотношения неопределенности. 

Пусть рассеянный свет на­
блюдается в направлении у 

(нужно заметить, что эффект 
Допплера при такой установке 

исчезает тогда, когда Рх =--Ру, 

т. е. когда эле1прон движется 

параллельно прямой х ---у::.-::: О). 
Для теории Доnш1ер - эффекта 
(который здесь по существу 
тождественен с эффектом ко~ш­

тона) нужны только законы 
сохранения энергии и импульса, 

примененные к столкновению 

электрона со световым квантом. 

Величины без штрихов обозна­
чают значения до удара, со штри­

х я ми - значения пocJJe удара. 

Рнс. 8. 

h (v v')=E' Е =~ _!__ [р2' + р2' _ р~ _ р2] 
2т х . У х У 

(26) 

l 
1 

(27) 
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Так как Рх и v приняты известными, то точность определения 
/lv связана непосредственно с точностью измерения чаете rы v' : 

Лv' = .:!.__. Лру. 
те 

(28) 

Для измерения v' с точностью Лv' требуется поток волн опреде­
ленной длины. Время для испускания такого потока волн по про­
стейши:v~ законам оптики равно 

1 
Т=:д:/" (29) 

Так юш мы не sнаеы, испущен ли световой квант в нача,тте или 
конце этого промежутка времени, то неиз1:1естно, движется ли элек-

1 
трон n промежутке времени Т в направлении у со скоростью - Ру 

т 

1 1 в 
или со скоростью -,п р J•· ызванная вследствие этого недосто-

верность в положении зтектрона в конце промежутка времени 

будет: 

1 t h/ 
Л11 -~--- (р - Ру) Т == ---Т, '.)' т У те 

(30) 

Из (28), (23) и (30) следует 

Лру·Лу - h. 

Третий метод нзмерениfl скорости основан на отклонении заря­

женных частиц в магнитном поле, Возьмем следующую установку: 
щель шириною d выде11яет материа11ьный луч; луч вступаеr эат.ем 

в однородное магнитное поле, перпендикулярное плоскости чер­

тежа, проходит в нем отрезок а, отклоняется в поле вниз и выхо­

дит из магнитного поля под углом а к первоначальному шшра­

влению. Лапее, пройдя отрезок l, Jiyч проходит через вторую щель; 
положением этой щеш-1 может быть определен угол а. Скорость 

частицы v = _!!_ в направлении 'луча определяется из ураваения: 
т 

а v 
-·Н·е 
'<1 с аНе 

ос=-----==---
mv mcv 

И' для соответствующих неточностей имеем 

Лr:t. =а~ ~!:'.. 
те v 2 

(3 l) 

(32) 



Пусть далее в начале опыта положение частицы в напр а­
п лен и и луч а известно с большой точностью; это достиrаетсн, 
скажем, путем быстрого открывания и закрывания щели. Нужно 
ток.ааать, что такое знание по;южения во время опыта теряет свою 

вочность в такой мере, что пocJie опыта справедливо дрдq z h. 
Точность, которую можно достигнуть в измерении а, очевидно 

d 
есть да.~ l +а (d =ширине обеих щелей). 

-----~r: . . н 1 

v -~-.o.ж::-d-=-----------t----r-- ------
-------+ +---._ ~ :, j а 
~--+-- • ~"" : '-...._ . 

' ~' 

~----а-~ 

Рис. 9. 

Но и эта точность может быть достигнута только тогда, когда 
ti 

естественное (де бройлевское) рассеяние лучей меньше, чем 7. +а, 
в противном случае неточность измерения а дается этим рассея· 

л 
иием: да.,_,d. Это значит, что имеют место оба vоавнения: 

отсюда: 

Далее имеет место: 

d л 
Лrх>--1 - и да>:,-; 
~ l-га '~и 

тсvз 
дv = ------·да. 

аНе 

(33) 

(34) 

Неточность в знании положения после опытt.J оавна времени, 



необходимому для прохождения пути между обеими щелями, умно­
женному на Нl)Определе~~ость скорости: 

Лq~~j-a дv 
v 

и, согласно (34) и (35), 

т. е. 

дvдq r~ _!+а дv2> (тсv:.__)2 .!: =-1-Лv =-_!__ !!_ 
v - аНе v а2 ос2 т' 

h 
Лрдq~~~h, 

(35) 

так как весь вывод справедлив только для малых ос. Для больших 

значений а нужно в особенности отметить, что посредством опыта 
нельзя ведь различить между а =О и сх = 2'1t, ежели вообще 
значение а = 2'1t и возможно, если только не ввести в установку 
изменений, требующих нового обсуждения всего опыта в целом. 

с) Свлзанные эле1етроны. Если говорить о неточности в зна­
нии положения и импульса связанных электронов, то нужно ясно 

различать две проблемы: во первых, можно рассматривать энергию, 
т. е. стационарное состояние системы, как величину известную и 

спросить, какая степень точности в знании положен11я и импульса 

следует из этого знания энергии ищ1, во всяком случае, с ним 

совместима. Во вторых, пренебрегая знанием стационарного состоя­
ния, можно поставить вопрос о высшей точности для названных 

величин, осуществимой экспериментально, т. е. не считаясь с тем, 

что необходимые для этого измерения могли бы сделать невоз­
можным знание энергии или стационарного состояния. 

Мы займемся сначала п ер в о й проблемой и рассмотрим опре­
деленное стационарное состояние. При этом, согласно с Бором, ив 
классической теории корпускулярной картины можно заключить, 

что неопределенность в знании положения и импульса вообще 
больше, чем Лрдq .-... h. Очевидно речь идет просто об определении 
области изменения хюординат и скоростей электрона в атоме. Ив 
соотношения, справедливого для п-ого квантового состояния 

f р dq ,.._, nh, (36) 

следует 

(37) 

Легче всего можно усмотреть э~о, начертив замкнутые траекто­

рии классической механики в фазовом пространстве (рис. 1 О). 
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J pdq дает площадь, ограниченную трз.е1<торИей, а др8 Лq8 будет' ttе­
видно того же порядка величины. Мы отличаем здесь неопредецн 
ности др, дq индексом s, чтобы напомнить о том, что речь идет 
не о высшей достигаемой точности в определении р и q, но о спе­
циальной неопределенности в знании р и q, которая появляется, 
если стационарное состояние, т. е. энергия атома точно известна. 

Эта неопределенность встречается например в обсуждении наблю­
дений сцинцилляций (П, 2а). Для классической теории было бы 
чуждо интерпретировать область изменения координат дq8 как 
неопределенность положения. В квантовой теории нужно однако 

помнить о том, что и знание энергии также представляет "случай 

чистого собрания", т. е. случай, который в математической схеме 
будет представлен посредством вполне определенного волнового 

пакета (именно шредин­
геровой функцией соответ­
ствующего стационарного 

состояния). Если проиа­
вести вычисления (П, 1) 
для этого волнового па­

кета, то значения Лр,,­
дq8 будут тем больше, 
чем больше нулевых то­
чек имеет в атоме соот­

ветственная собственная 
функция, т. е. чем чаще 

колеблется собственная 
функция в области атома. 
Если например мы рассмо­

р· 

i ЛfJs 

--~---~' ~-,,-~-ч-
1 лqs 

._J_ _ _/ 
"--L-, 

1 

Рис. 10. 

--q 

трим собственную функцию (проблема одной степени свободы), 
которая имеет ровно п нулевых точек (узлов), то тогда вычисле· 
ние показывает, что в правой части (37) появляется множитель п. 

Теперr, мы рассмотрим втор у ю из вышеназванных проблем. 
Очевидно наивысшая достигаемая точ<:ость в знании р и q будет 
дана через Лр дq ~ h, если пренебречь знанием стационарного 
состояния, так как всегда измерения положения и импуJiьса могут 

быть произведены с такими мощными средстваJ1.1и, •по электрон при 

этом практически может б;дть рассматриваем как свободный. Им­
пульс электрона, находящегося в атоме, можно, например, измерить 

простейшим образом, выключив в некоторый определенный момент 
премени взаимодействие электрона с ял:ром и остальными электро· 

нами. Электрон тогда движетсн 110 инерции и его импульс может 
быть измерен известным способом. Необходимое для измерения 
воздействи~ в этом случае очевидно того же порядI<а, что и -::вязь, 

удерживающая электрон в ат<)ме. 
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Соотношение (37), как подчеркивает Бор," важно для перехода 
от квантовой механики к классической в предельном· случае боль­

ших квантовых чисел. Мы ставим вопрос о возможности понятия 
траектории в квантовой механике. Так как наилучшее возможное 
знание положения и импульса удовлетворяет соотношению др дq,....,h, 
то его можно представить волновым пакетом (IS(p')l2./S(q')12) 
(см. М § 2) площадью,._, h в пространстве р, q; Такой пакет 
может описывать в фазовом пространстве почти замкнутые траек­

тории, которые хорошо определены тогда, когда площадь, огра~ 

ниченная траекторией, значительно больше чем площадь~ h цакета, 
т. е. согласно (36) и (37) в предельном случае высоких квантовых 
чисел п. Для малых квантовых чисел однако понятие траектории 
должно терять свой смысл как в фазовом, так и в обыю.овенном 
пространстве. Поэтому решающим для возможности понятия траек­
тории в пределе высоких квантовых чисел является наличие в пра­

вой части (36) и (37) множителя п. 
Невозможность существования понятия траектории в области 

малых квантовых чисел можно уяснить себе непосредственно физи­
чески следующим образом: под траекторией мы понимаем времен­
ную последовательность точек пространства, в которых будет за­
стигнут электрон во время своего движения. Так как размеры 

атома в нижнем квантовом состоянии порядка 10-в см, то для 
определения траектории электрона нужны будут измерения поло­

жения с точностью no меньшей мере 10-9 см, т. е. атом должен 
быть например освещен светом д;шны волны Л:::::: 10-9 см. Но уже 
одного кванта такого света достаточно, чтобы вследствие эффекта 
Комптона удалить электрон из атома: следовательно изо всей тра­

ектории будет наблюдаема только одна единственная точка. Однако 
эти измерения положения можно повторить на многих атомах, и 

тогда получается некоторое вероятное распределение электронов 

в атоме, которое дается по Борну 14 через ф* ф (и, если в атоме 
находнтся много электронов, через среднее по координатам осталь­
ных электронов значение ф*ф; ф означает шредингеровскую функ­
цию, см. М 170). В этом заключается физический смысл утвер­
ждения, что ф*ф дает вероятность найти электрон в определенном 
месте. Но этот результат более удивителен, чем кажется на пер­
вый взгляд. Как известно, ф*ф убывает по показательному закону 
с возрастанием расстояния от атомного ядра, значит во всяком 

случае существует еще конечная вероятность того, что электрон 

можно найти на очень далеком расстоянии от ядра. Потенциальная 
энергия электрона там хотя и отрицательна, но очень ма11а; кине­

тическая энергия всегда положительна и вычисленная путем сло­

жения общая энергия очевидно б оп ь ш е, чем всегда некоторая 

зо 



конечная отрицательная общая энерrи11 стациошiрного состояния. 
Этот парадокс разрешается следующим рассуждением. Сначала все 
выrлядить так, как будто бы здесь имеется нарушение вакона со~ 
хранения энергии. Но это нарушение только кажущееся, так как 
для вычислении энергии нужно принять таю~;е во nнимание применен­

ный д1ш измерения положения световой квант и полученную от него 

энергию при комптоновском ударе. Эта энергия значительно больше, 
чем эпергия ионизации электрона и обус:ювливает справедливость зако­
на сохранения, как это подробно вычисляют в теории Комптон-эффекта~ 

Этот парадокс может сопшсно Бору служить поучительным 
предостережением против чересчур схематического применения 

"статистического тоJ1кош1ния квантовой механики". Вследствие пока­

зательного характера шрединrеровской функции, 1<ак бы.rю сказано, 
можно иногда найти эле:строны также и на даJ1еких расстояниях 

от идра. Можно было бы дуыатъ, что для их обнаружения было 
бы впоJJне достаточно измерения положения с кр а сны м светом; 
дли этого красного света не бьшо бы заметного комптоновского 
отброса, и следоватеJiыю вышеуказанный парадокс оста11ся бы во 

всей своей остроте. Но в действитеш,ности красный свет н и к а к 
не поюю:rяет измерить положен11я далеко удаленных электронов; 

напротив, весь атом реагирует на красный свет по формуJiам обык­

новенной теории дисперсии. Этот результат представJiяется вполне 
возможным, если вспомнить о том, что (по классической корпуску­
;шрной картине) э:1ектрон проделывает несколько обращений во 
время одного периода красного света. Таким образом статистические 
положения квантовой теории имеют смысл только в связи с эю:пе­

риментами, которые действительно позволяют наблюдать явления, 
рассматриваемые в статистике. 

Понятие траектории получает смысл только для высших возбу­
ященных состояний атома. Также и здесь измерение положения 

должно быть сделано с такой точностью, чтобы средняя ошибка 
была мала в сраннении с размерами атома. Но отсюда не следует, 
что элеюрон будет выброшен из атома благодаря комптоновскому 
отбросу. Напротив, в силу (37) для больших п отброс может быть 
меньше, чем знаqения импульса электрона в стап.ионарном состоя­

нии. Мы продеJJаем коротко вычисJJения. 
Доджно иметь место. 

' " 137) .h Лр~ л <.<::: 1.J.q8 ; т. е. согпасно , -~>> --~. 
л. п 

Переданная при комптоновском отбросе энергии будет таким 
обрааом порядка 
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{Е-энерrия атома,µ --масса электрона); поэтому эта переданная энер­
гия может быть мала r10 сравнению с JE[ ддя больших значений п. С другой 
стороны она всегда велика по сравнению с энергетическим расстоянием 

,Ei 
соседних уровней, ко1'орое вообще говоря будет порядка -- Впрочем, - п 

hЛ IE jPJ ш1 - -1!.!>> 1
--- также тотчас же следует что hv >> --'='--. т. е. что 

Л.11. п ' п 
частота примененного для измеренин положения света болыне, чем 
частота вращения электрона в атоме. 

Комптоновский отброс приведет все таки к тому, что атом будет 

переброшен из стационарного состояния, в котором, скажем, n= 1000, 
в какое-нибудь состояние между п = 950 и п ::::= 1050, при 
этом в силу показанной в (П, 1) неопределенности отброса ста­
ционарное состояние, в которое переход1н атом, остается принци­

пиально неизвестным в некото~:ых границах. Таким образом резуль­
тат измерения положения в математической схеме юзантовой меха­

ники может быть представлен в конфигурационном проr:транстве 
пакетом вероятности, который в существенной части состоит иа 

собственных функций стационарных состояний между п = 950 и 
п = 10501 и величина которого дается точностью измерешш поло­

жения. Этот пакет описьшает траекторию, подобную орбите частицы 
в классической теории, и одновременно распространяется во все сто­

роны. Результат последующего измерения положения может быть, 
следовательно, предсJ<азан вообш.е только стати::тически. С каждым 
новым измерением математическое представление физического про­

цесса изменяется прерывно; наблюдение выбирает из множества 
возможностей одну определенную, как совершившуюся, и, вместо 

расползшегося пакета вероятностей, появ11яЕ'тся снова меньший па­

кет, представJiяющий результат наблюдения. Так как с каждым 

наблюдением наше знание системы изменяется прерывно, то, естt:­

ственным образом, и его математичес1юе представление изменяется 

прерывно, как и в 1шассической статистике. Это поJюжение вещей 
можно также выразить посрЕ'дством утверждения, что ве.~шчина 

электрона зависит от опыта, примененного для измерения его поло­

жения. Движение и расползание пакетов вероятности было много 
раз подробно изучено в литературе 10 и поэтому здесь не будут 

излагаться математические выводы, Мы приведем только простое 
рассуждение Эренфеста. 1 1 ИссJ1едуем движение одного электрона 
в сиJ1овом поле, потешшаJ1 которого V(q). 

Шредингеровское уравнение для этой задачи гласит: 
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Среднее значение для q дается через q = /(/'~*tdv (d11= dxdydz), 
если if представJ1яет какую-нибуд~, прю,юуrольную координа1у элек­

трона. Диффереющрование по времени дает: 

(!~ •с•с= [L Г q ( ~~t~ '~ t •i* 1t) dv, 
." 

и, интегрируя по частям, имеем: 

.·.. ft f' ( 

\1 q :=.се \J, - ·J ( <}* · ' 4тт \ 

r).1*' 
-- •1. ' )d11 

дq 1 дq / . 

Подобным же образом после вторичного дифференцирования по 

времени получаем: 

Если •i-*'Y nредставлнет оакет нероятности, размеры которого 
ш1лы н '°ранн1сю111 с расстоннш1м11, на коrорых i1 заметно меняетсн, 
то мож1ю нашн:ать: 

."'. дV(q) 
r-11 "-" - е · ·····-., дq. 

::)нJ ураuнЕ'ние показывает, что пакет вероптности описывает 

11 рнбш1зитеJJыю кт1ссичес1<ую орбату. 

Здес~, же мы сделаем замечание о скорости расползанш1 волно­

ных 11акетов. Если классическое д~ижение системы происходит 11с­

риодически, то может случит~,ся, что и веJIИчина волнового пакета 

изменяl'тся сначала только периодичес1ш. О максимапыюм числе 
обращений, которые может сделать пакет до полного рассеяния 

по обJJасти атома, можно получить качественное прелставление 

следуюш.им образом. EcJJи бы пакет не испытывал 11ика~ш1·0 рас­
сснванин, то было бы возыожно такое разложение в ряд Фурье 
щш шюпюсти распределении зарядов, в котором имеются толыш 

нелые кратные основной частиъ1. В действительности же в ЮJiШ­
товой теории обертоны не соответствуют точно пепым KfJЗ'I ным 
основного колебания. Время, в течение 1<оторосо ю1аrповзн частота 
будет полностью смещена по фа:~е относи I<'J\!.нo КJ1асснческо1·0 

обертона, 1<ачестненно совпадает со нгн'мf·нс>t 1юшюго распол;~ан11я 

м11пювоrо пакета. Если 1 есть клacot'lt'CIOi 111,1числеш1'Н1 переменная 

дсi!с·п.11ш системы, то ':!ТО врем11 ny;reт: 

3 Н. 1'ейзсnборr" 

1 . 

11·1 
!z . 

{)j 
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и число обращений до располэания 

v 
N~---

h~ 
дJ 

(38) 

В частном случае гармонического осциллятора N бесконечно 
велико, т. е. волновой пакет сохраняется неопределенно долго. В 
общем случае, однако, N согласно (38) будет порядка квантового 
числа п. Для больших значений п понятие орбиты имеет, та~шм 
обраэом, оправдание и в квантовой теории. 

В свяэи с этими рассуждениями эдесь должно быть укаэано 
на мысленный эксперимент, предложенный Эйнштейном. Вообраэим 
один световой квант, который предстаnлен посредс1·вом волнового 

пакета, построенного иэ максвеллевских волн 1) и которому, таким 
обраэом, приписана иэвестная область пространства и, в смысле 
соотношений неопределенности, также определенная область частот. 
Посредством отражения от полупроэрачной пластинки мы можем 
очевидно легко раэложить этот волновой пакет на две части : 
отраженную и прошедшую. Тогда существует определенная вероят­
ность найти световой кванt ил и в одной, ил и в другой части 

волнового пакета. Череэ достаточно долгое время обе части будут 
сколько угодно далеко удалены друг от друга. Если теперь посред­

ством опыта будет установлено, что световой квант находится, 
положим, в отраженной час ги волнового пакета, то это одновре­

менно даст, что вероятность нахождения светового кванта в другой 

части равна нулю. Опыт на месте отраженной половины пакета 
производит тем самым некоторо~ действие (сведение волнового 
пакета!) на сколь угодно удаленном расстоянии, где находится дру­
гая половина, и легко видеть, что это действие распространяется 

со сверхсветовой скоростью. Одновременно, конечно, также видно, 
что подобное распространение действия никогда не может быть 
испольэовано для того, например, чтобы посылать сигналы со сверх­
световой скоростью, так что наложенное здесь поведение волнового 

пакета никаким образом не противоречит основным постулатам 
теории относительности. . 

d) Измерение анергии. Определение энергии свободных элек­
тронов тождественно с измерением. скорости частиц и поэтому 

новое обсуждение различных уже изложенных методов является 
излишним. 

1) Для одного светового кванта пространС'l'ВО координат имеет снова 
только три измерения, и таким образом максвеллевские уравпепия мoryr 
быть рассматриваемы как шрединrеровское уравнение дли одного свето­
вого кванта. 



Другой еще неизложенный метод измерения энергии свободных 
электронов состоит в том, что электроны заставляют проходить 

через некоторый известный порог потенциальной энергии. Если 
электроны перейдут этот порог, то тогда по классической теории 

обыкновенно принимают, что их энергия была больше, чем энергия, 
соответствующая высшей точке потенциального порога, если же 

они будут отражены, то принимают, что их энергия была меньше, 
чем это критическое значение. Такое заключение несомненно не­
правильно в квантовой теории, поэтому мы здесь коротко остано­

вимся на рассмотрении этого пункта. 

Если энергия электронов меньше, чем критическое значение 
потенциала, то все же всегда некоторое количество электронов 

может еще перейти потенциальный 

порог, ecJIИ его ширина не велика 

в сравнении с длиной, соответствую­

щей электрону де бройлевской 
волны. Число проходящих электро­
нов убывает показательно с воз­
растанием ширины и высоты по­

рога. 1) 

И обратно: если бы энергия 
электронов и была достаточна длн 
перехода через порог, все же 

всегда ·еще значительная часть элек­

тронов отразится от порога в том 

случае, если возрастание потенциала 

I 

р. 

1! 

v 

х 

Рис. 11. 

происхQДит на отрезке, который не многим больше чем длина 
де бройлевской волны электрона. Для практически выпf)лнимых 
экспериментов изменения потенциала всегда, конечно, происходят 

на отрезках, которые велики в сравнении с длиной волны электро­

нов, таким образом, можно практически в большинстве случаев 
вычислять по классической теории. 

Как пример для математической трактовки только что изло­
женного положения вещей, рассмотрим отражение электронов от 

резко возрастающей потенциальной стены. 

Мы пользуемся уравнением ll1редингера задачи одного эле1<­
трона (М §· 2 и 3). Для падающей ф волны имеет место в обла­
сти 1: 

1) Этот факт вполне аналогичен известному из оптики и эксперимен­
тально установленному явлению, что при полном отражении светового 

луча от металлической фольги очень малая · доля света проходит через 
фольгу. Эта доля будет заметна только тогда, когда толщииа ·фольги 
того же порядка, что и длина волны прохорящего света, 



2r.:1 1 
--'lp,к-l't) _, Е 

ер =с- f!C 11 - ; - 2-~ р-_. =- -~ fi_,- о 

Лля проходящей волны в области !1 имеем: 
2n.• 

1 -( (p'_rX --EI) 1 1 " 

rp = а С ' ; ------ р х" '-"'' Е --- ~1 ; Р 1х - - О 
2[J-

Дт1 отраженноi! волны н области 

Если р' ~ мпимо, то имеет место полное отражение и ну)JШО 
11ринят1, р'х птюжителыю мнимым, На по~-раничной шюск(;стн 

х' -=О 'f и ~· лолж1ш оставаты~я непрершшымн, 

Отсюда сле_пует. 
! f! , 

а-• 11 о_с_-о а 

' 
(а - а'')Р:( ::-:;.~ П- 1Р 1 х } ( 40) 

l--- Рх 

1 
р' ·' 

а 
Рх-р'_, 

1 Рх Р.(·-\-р/ -i: 

! р'х ~ (4 1) 1 

а'': - -- п 

t/ ::_·-----;' п 
2 2JJ>: 

1 р' \ 
~: а -

f1 1x j Рх 

Рх 1 

Число электронов, проходшцих Е ('диницу времени через онрс 

деJ1снное сечение, даетси (вплоть до множителя проrюрщюнат,­

ности) произведением из квадрата аб-:ототного значения амплнтулы 
на шшульс, т, е. для пащно1це1-о, проходшцего и отраженного луча 

(д1ш вещественных р' х) имеет место: 
t ") 1 ') 

] =la[2J!v · J' --с-= la[ 2 l ---~J1-3 __ \ "р' ,: Ju ,--,_· 
_", 1 1 ! \ ,.,., 

j Рх·-1--р х ! 
ip ---11' 12 

- 1 12 ·. х -- _х (-4')-. 
i а ' ' f!x. ~) 
. . 1 Рх -- !' ·' 1 , 

Для мнимых значени~\ Рх' J' =О и Г '""' --- .!. Воо6щt: же, ко--
ш·чш\ всегда: 

l=J'-.l". ( 

О шосительная веро~тность дли отражешш или 11 рохтю1ени11 
ЭJit'к1рона будет согласво (42): 

1 -1-~--- -·~ 

~ E:::~J 1_:;=~-V 1 
V'EJVE Vi 

i ') 1 2 1 

W' ::с-= i - -·~fi:, -;· i р х 
1 Рх + Pxl Рх 

v'i 21/r 
L- Vri+ v1; __ -v 

(44) 
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Рис. 12 представляет вероя гность отражения как функцию энерп:и. 
J{ривая !(Jiассической 1еории (т. е. единица) обрываетсs1 в точ1.е 
Е== \/. 

Длн физических принципов квантовой теории важнее и:терения 

энергии свободных электронов является подробное обсужде.1ие и&-
мерения энергии атома, т. е. 

таких опытов, которые поз­

воляют определить, в каком 

стационарном состоянии на­

ходится атом. 

Из математического рас­
смотрения движения атомов 

в конфигурационном про­

странстве следует, что фазы 
движения электронов или 

связанного с э1·им движе-

Рис. 1?. 

нием излучения должны быть принципиально неизвестны, еслп 
стационарное состояние атома точно известно Чтобьi пояснит~, 

это утверждение, укажем на известном опыте, что при разделени11 

Рис. 13. 

атомов, находящихся в различных стап11011ар11ых состонниях, скажем 

например, в состоянинх п и т, всегда теряеiся знание фазы, свя­

занной с излучением, сооrвет(твующим нереходу п +---+ т. 

Пусть имеется Штерн-герJiаховскнй атомный пучок шириною d, 
1<0торый проходит сквозь неоднородное поле F (рис. 13) (поле не 
обязатеJiыю должно быть магнитным). 

Пусть энергия взаимодействии между атомами и полем будет E(F); 



1 аю1м обра~1vм ;;.~тклоняющая cиJia поля в направлении х (х при­

шпо нернендикулярным к направлению луча) есть 

дЕ(F) dE дF 
ax-=dFax· 

Если Т время, в течение которого атомы двигаются в поле F, 
а р - составляющая импулr,са атомов в на11равлснии луча, то от­

клонение атомов n-ro состояния будет: 

дЕ Р) ~--11( -- • т 
де 

р 

и, следоватеJJьно, для разности углов отклонения (а) ;1учей атомов п-го 
и т-го состояний имеем: 

дЕп(х) • дЕт(Х) " ---_-- ----- · Т--· ---- -- - · 7 
дх 

а=---------------
р 

( 46) 

Этот угол а 11 должен быть больше, •~ем естественное рассеяние 
атомного луча, чтобы бьшо возможно разделение атомов различных 
сортов, т. е. 

(47) 

Шредингеровская функция состояния tt содержит периодический 

?!'!.впt 
множитель е п • Е в поле изменяется и вместе с тем иаменяетя 
•1астота и фаза во;шы. Это изменение до известной степени не­
определенно, так как остается принципиально не наблюдаемым) где 
движется атом внутри атомного луча. 

Общая неопределенность изменения фазы Лr.р излучения, соот-

2_~ (Еп - !! ",)t 
нетствующеrо комбинационному 1<0лебанию е 11 , будет 

!!ОЭТОМУ 

11 из ( 46) и ( 4 7) спедует сейчас же 

:\rp <:: 2-п:, 
а это о:-ю;-!'1ает поJ1ную !)('определенность фас~, 

(41)) 



Это вычисление станет более наглядным, если ограничиться слу 
чаем неоднородного магнитного поля и применить теорему Лармора. 
Если пренебречь спином электрона (собственным магнитным мо..; 
ментом элекrрона), то, как известно, весь атом прецессирует во­

круг напрамения магнитного поля Н с угловой скоростью 

е 
w=----·H. 

211-с 

Эта скорость прецессии различна для различных атомов внутри 

луча в виду его конечной ширины. Вследствие этого фазовые со­
отношения между шаровыми волнами, посланными атомами, будут 
нарушены. Неопределенность ларморовской прецессии будет: 

е дН 
дw ,._, ---d· 

211-с дх ' 

разность углов отклонения атомных лучей для состояниА с магнит­

ными квантовыми числами т и-т+ 1 равна: 

Из того, что 
Л 

а;(; 
d 

е дН h 
------·Т 
2µс дх 27t 

а=------- . 
р 

h 
dp' следует 

дw. т;с; 21t. 

Таким образом, все фазовые соотношения между атомами будут 
полностью нарушены. 

Бором 7 обсуждался следующий мысленный эксперимент. Атомы 
Штерн-герлаховского луча, которые первоначально находятся, 
скажем, в нормальном состоянии, прежде чем они попадут в не­

однородное магнитное поле, должны быть возбуждены посред­
ством освещения светом резонансной частоты к излучению света 

флюоресценции. Они излучают тогда когерентный резонансный 
свет. Свойства когерентности этого света могут быть описаны гео­
метрически посредством шаровых волн малой амплитуды, которые 

испускаются к аж дым атомом с определенной (для каждого атома 

одинаковой) разностью фазы относительно фазы падающего света. 
Очевидно, при этом остается принципиально неопределенным, ко­
леблется ли данный атом в нижнем или в верхнем состоянии. Если 

же атомы проходят через неоднородное магнитное поле, они вы­

нуждаются к обнаружению их стационарного состояния. 'j;ак 
как по выходе из поля наверно только относительно неqольшая 



часть атомов излучает в выс111ем состоянии, то излучение, относи­

теJ1ьно его свойств когереН'!ности, может быть представJ1ено ка\< 

сумма незначительного чисJ~а шаровых волн с большой амплитудой, 
т. е. во всяком случае оно ведет себя практически как излучение 

вполне независимых центров, между которыми не существует ни­

каких фазовых соотношений, Следовательно, если бы магнитное 

поле не оказало влияния на фазы излученных атомов волн, то 

тогда вознrшло бы противоречие. Однако, уравнение ( 48) показы­
вает, что нарушение фазовых соотношений является необходимым 
следствием измерения энергии. Уравнение ( 48) снова, таким об­
разом, дает пример того, что измерение одной квантовой величины 

(в данном СJ1учае энергии) необходимо нарушает знание других 
величин. Из обсуждения мысJ1енного эксперимента Бора видно 
далее, что наличие этого нарушения существенно дJ1я непротиворе­

чивого проведенин теории. 

///. Критика физичесюtх noNяmuй 
волновой картины. 

В предыдущей главе простейшие экспериментально хорошо 
обоснованные основные факты волновой картины были без критики 
предположены "правильными". Они были выбраны 1<а1< исходный 
пункт для критики корпускулярного представления и выяс~шлосh, 

что это последнее может быть применимо только внутри известных 

границ и эти границы были опреде.l)ены. В этой главе, наоборот, 
корпускулярная картина должна служить нсхо;щым пунктом для 

критики волнового представ;1еню1. И волновая картина применима 
тоже только в известных границах, которые нужно установить, 

Исторически, так же, как и в случае корпускулярного пре•н:тавлении, 

был:1 сперва построены трехмерные наглядные ~юлrювые теории 

(ыаксвеллевские и де бройлевские волны) без учета упомннутых 
границ. Эти теории мы будем обозначать как "классические вол­
новые теории". Они находятся в таком же отношении к квантовой 
теории волн, как кJiассическая механика к ю~антовой механике. 

Математическая схема классической и квантоной теооии волн дана 

н Ivl. (Читатель должен быть здесь Же предостереже'н ()Т смешения 
!;лассическоf:! ео.rшовой теории материи с шредингеровской теорией 

волн в фазовом пространстве.) Еспи после критики ю~ассической 
корпус[{улярной картины проведена также Еритию1 к11:tсL:ичсского 

волнового представдения, то все противоречия мi'жду оосими кар· 
тинами исчезают, поскольку всегда будут приннJ'hJ 1ю в;шм1шие 

границы справедлиности обеих картнн, 
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1. СООТНОШЕНИЯ Ш:'0!1Р!ЩF::ЛЕННОСТИ В IЮJШОВОЙ 
КАРТИНЕ. 

Понятие; амплитуда воJшы, напряжение ,"лектрического и маг­

нитного поля, шюп:ость энергии и 1\ д. первоначально исходнт из 

примитивных сшытон повседневной жизни, например, при набшо­

дении движения волны 1ши ко,чебания упругих тел. Эти понятии 

могут бнть также широко применены к свету, и, как мы теперь 
знаем, также к .т~учам материи. Но так как нам одновременно из· 
вестно., что понятия корпускулнрной теории тоже применимы для 

излучения и матерi1И, то отсюда следует, что для понятий волновой 

картины существуют некоторые границы, как это бшю уже много 
раз упомянуто, и эти rраннцы Ji.ол;.ю-~ы быт~, теперь ннведены из 

корпускулир1-ю1·0 представления, Мы ;';аf.\мемся сначала теорией 
излучеr-шя, 

Прежде чtм Ш:'.µейти к сущнщ:тн нашего .вопроса, нужно ко­
ропю рассмотрст~" чт'J ~1ы вообш.е понимнем под точным _знанием 
волновой амплитуды, лапример, напряжения элею·рическоrо или 

магнитного 1юлн. Точное знание амплгrуд в каждой 'J·очке (в строго 
обJшснr нрострын:тва есп, оче-

видно ко !\.Jj.'aH шшогда не может быть осу1цес1 влена, 

так как измерение дает тош,Jю средние значения амплитуды 

в очень маnой, возмож~ю, части пространства ИJIИ средние значения 

в течение оч~:нь ма1101УJ, возможно, времени, И хотя может быть 
принципиалыю допустимо носредспюм ;:.алыrейше1·u уточнеюш из­

мернтеJiьных нриборо:J уме;~ыш1ть нее далее и далее эти нсболылис 

части пространстnа и ш1тет,,:;_лы ''ремени, но для физического об· 

суждения пошп;,;й 1юлнuвоП r-;ар1ии1;1 целесообразно сначала явно 

ввести нижню~ границы д;ш интервалов пространства и времени, 

данные для рассматриваемых измерен,;й, и затем уже, если нужно, 

11ерейти к препслу этих интервалон. Это есть '!'ОЧНО тот же метод, 
который оримсю~ется в квантовой теории волн (сравн. М § 9). 
Может бып, д;шы~ейшее разнитие 1шантоной теории покажет, что 

таюке и этот нредел нуль дJШ назнанных интерnалов представляет 

собой фч3ичео:и аб.~траю~ию, лншенную смысла, но пока еше нет 
шшакого осно1:1аюн1 стаьнть :щесr, ю1кие-лиfiо 1·,1тmны. ··- Мы при­
мем, таким обр:1зом, для уточнения хода что наши изме­

рения постояш:о дают сред~нн~ :шзченш~ ·10 ОЧРНЬ малой '{асти 

пространстпа oi'iъer.~a о·г ''-~= (ol)B; неличина О! :-:.dвисит от рода произ­
водимых измерений и дю1 нес нс ~:ущест:оует принцнпи<Jльно нижней 

грашщL1: Т:ж ~-ак <щесь щ:.ет рсч~. ,;;\ ;п.череш1ях нанряжении элек~ 
~rp 1ческого и магнитного по:~1J" ·: (J.1 СJ1сдова·1 ельно, све'J', длина 

IЮМ!Ы КОТОРОГО ), l:JЩeCTHC'HHO f,i( '!ЬШе 11ем az, ЛИМН ИЗМереНИЯМИ 
не может бнть уже ':лсщшателыю, и;змерение дает, 
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скажем, значения ~ и &J для напряжения поля (усредненные по ov). 
Если бы эти значения ~ и & были точно известны, то это вы­
:Jвало бы противоре•ше с корпускулярной картиной. Именно: так 
как энергия и импульс неболыпого объема C\v даются через вы­
ражения 

то нравые части обоих равенств при достаточно малых аначениях Sv 
были бы сами достаточно малы, в то время как нам из корпуску· 
лярной картины известно, что энергия и импульс небольшого объема 

всегда состоят из отдельных конечных порций hv и соответственно 
hv 

----. И так как для наивысшей частоты, которая еще может быть 
с 

обнаружена, имеет место: hv~~~ (А.?;о!), топравыечасти(49) 
должны быть не определен н ы, как раз до значения порядка 

этих световых квантов ( h.v и соответственно ~v-), чтобы не всту­
пить в противоречие с корпускулярной картиной. Между компо­
нентами ~ и SJ должны поэтому существовать соотношения неопре­
деленности, которые и дают для вычисленного из ( 49) аначеi,ИЯ Е 

hc 
неопределенность порядка ТГ и для ® неопределенность порндка 

Если л~ и ЛS) суть неопределенности д.'IЯ ® и .\:!, то пеопре-
деленности для Е и ® будут: 

ЛЕ = ~* {2j@ Л®I + 213) д&)J +<л~)2 + (дf;))2} 

Д(\)х = ::С {1 [® ЛSJJxl + 1 [~ ЛSJ]x\ + 1 [Л<J ЛSJ]xl) 
н далее щщлически для у и z. 

Так как вероятнсйшие значения для <s: и ,\) возможно исчезают, 
то чJiены в правых сторонах, содержащие только Л(;S; и ЛSJ, должш'1 

быть сами по себе достаточны, чтобы дать нужную неопределешюсп, 
для Е и ®. Этого мы достигнем, полагая 

hc hc 
Л~х. Л.~v ~ av oi = -f,z1-- (50) 

(п далее в 1<руговш1 порядке). 



Эти соотношения неточности относятся к одновременному зна­
чению (§;х и ,\;)у в од и ой и той же части пространства. Однако 
в разных '!астях пространства ~х и .\:?у могут быть свободно иu­
вестны с любой точностью. 

Соотношения ( 50) могут быть выведены точно так же, как и в 
случае корпускулярной картины, непосредственно из перестано. 

вочных соотношений для @ и ~ (М § 9). Именно, ecJIИ разделить 
пространство на конечные клетки величиной av, то в лагравжевой 

функции L см. М (215), на месте интеграла по dv пшшJiяется сумма 
по всем клеткам av пространства. Как канонически сопряженный 
импульс к '~a(r) в клетке r появляется тогда [ер. М, уравнение (224)], 
величина: 

дL 
av--- == ovll"(r) 

дф~(r) 

и вместо М (231) следует : 
h 

П" (r) <J;~ (s)-<J;~ (s) По: (r) =о"~ агs Zrr:i 0,u-, 

где ors обозначает теперь обыкновенную а функцию 

11 
_ { 1 для r == s 1 j' or,. -- О -1- f • 

\ 
0 

" Г-fS 

в пределе ov---+ о (52) 11ереходит в м (231 ). 

(51) 

(52) 

В применении к электрическим и магнитным ПОJIЯМ 1ш (52) и 
М (259) имеем: 

@;i(r) Фа (s)-Фа (s) Q;; (r) =- 2hciorsdai ~. (5~1) 
u'lJ 

Если еще принять во внимание, что неопределенность ЛФh обу­
СJЮВJшвает дJIЯ создаваемой Фh силы поля неопределенность по­

ЛФ1, 
рндка -т;г, то видно, что (53) приводит непосредственно к соот-

ношениям неопределенности (50). 
Совершенно аналогичные рассуждения можно было бы применить 

также и к волнам материи, но нужно заметить, что вообще не 
существует экспериментов, позвш1яющих непосредственное измерение 

амплитуд ~' что можно заключить уже из то1·0, что де бройлевские 
волны представляют собой комплексные величины. Если бы из 

перестановочных соотношений для <j; и q,* было сделано фор­
маJ1ьно заключение о соотношениях неопределенности для вол­

новых амплитуд, то, при применении статистики Бозе, это дало бы 
rще физически ра:1умный резупьтат; при применении же действи-



тельно наблюдаемой Ферми-дираковской статистики, напротив, по- · 
лучается ли~.~енное смысла сл'едствие, что ф и ф* не могут быть i 
одновременно точно измерены даже в совершенно различных точках 

пространства, так как перестановочные соотношения (М 249) со· 
держат положительный знак. Удовлетворительно поэтому, что 
вообще не существует опытов, позволяющих измерить значение •} 
в определенной точке, в определенный момент времени. Матема­
тически этu находит основание в том, что также и в выражении 

взаимодействия излучения и материи часть, относящаяся к последней, 

содержит только члены второго порядка относительно ф (в виде 
'~ <}*). Из вышеизложенного рассуждения можно также заключить, 
что статистика Бозе для световых квантов является физической 
необходимостью, поскольку будет сделано кажущееся вполне есте­
ственным предположение, что измерения напряжений электрического 

и магнитного поля в разных точках пространства должны быть 

между собою независимы. 

2. ИЛЛЮСIРАЦИЯ СООТНОШЕНИЙ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ НА 
НЕКОТОРОМ ОПЫТЕ. 

Подобно тому, как при обсуждении корпускулярной картины, дол· 
жно быть возможно и теперь непосредственно на опытах показать, что 

т измерения (§; и &;;) точнее, чем это да-
. Х ется (150), нео.:уществимы. Простейший 

метод измерения эле1прических и магнит­

ных полей основан на отклонении заря­

женных лучей материи в этих нолях 

Одновременное измерение ~х и ~z осу­
ществляется посредством двух J1учей, 

\1_/~ иuущих один в положительном, другой ----- //,,,------~ в отрицательном направлении оси У, 

Рис 14. 

для которых определяется отклонение 

в направлении Х. Если внутри луча 

поле имеет заметные неоднородности, 

то луч становится размытым и тогда 

простое измерение сил поля по от­

кло,нению становится невозможным. Мы примем, что попере•шое 
сечение J1уча есть прямоугольник;· в направлении Z ширина его 
должна быть 81 [т. е. вся ширина кубика величины (81)3] ; в на­
правлении Х мы предположим меньшую ширину Jiучей d, чтобы 
возможно было независимо расположить оба луча в кубике аzз 
один над другим (см. рис. 14). 

Если расстояние между обоими лучами в направлении оси Х 
будет порядка 8/, то и здеrь возможные неоднородности в среднем 



уничт()жаютсst ; иноrда расстояние между лучами возможно и варьи­
ровать для этой цели. Набросанная здесь установка позволяет 
измерение ®х и SJz, если поля внутри (~1)3 достаточно однородны ; 
если же имеются значительные неоднородности, то измерение не 

дает никакого определенного результата. 

Угол отклонения лучей по прохождении пути Ы бу r.e r: 

~( ~х-+~~ ·&z) ~~~~ 
(54) 

Вследствие естественного рассеяния лучей ма rерии точность из­
мерений (:j;x и .~z будет дана через 

h /)у Л"" h Pv tJ-C д® ,_, --- -- ---· и <!,,! ,_, ---- --- - -
х de 0!1-1 z de 0!1-1 Ру • (55) 

Но здес1, забыт существенный пункт: находящиеся в лу•1е 
электроны изменя.ют cu своей стороны электрическое поле в · l{yбt• 
и вместе с тем и путь· другого луча материи (отклонение обоих 
лучей должно быть измерено одновременно). Это изменение не-
011ределе11но до некоторой степени, так как неизвестно в какой 

точке Jiyчa находится движущийся электрон. (Такая неопределен­
ность не имела бы места, если бы возможно было иснользовать 
класс11чес1<ую картину для волн материи.) Для этой неопределен­
ности справедливо, во всяком случае, соопюшение: 

> ('d ~ '-- ed Pv 
Л~х -- °(•~/}i И Л,~z <._, -(S!p. ftC • (56) 

Из (55) и (56) СJiедует: 

Л(i:х • Л.~z ?, (:~ 4 • (57) 

Для этого вывода соотношений неопределенности снова харак­

тrрно одновременное унотреблсние корпускулярной и волновой 
картин. 

JV. Статистическое толкование 
квашповой теории. i, 

1. МЛТF.МАТСЧЕСl\ИЕ РАССУЖДЕНИЯ. 

Dесьма поу•1ительно сравнить математический аппарат 'квантовой 
теории с математическим апнаратом теории отвосителыюсти. В обоих 

1) М. :Воrн 1'; Р. Dirac 29; Р. Jorcl!!n 2н 11 '1, 8• 
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случаях идет речь о применении линейной алгебры ; можно, таким 
образом, сравнить матрицы квантовой теории с симметричными 
тензорами специальной теории отн6сительности. Как на существенные 
различия должно быть указано на то, что пространство, к которому 
относятся тензора квантовой теории, имеет бесконечно большое 
число измерений, и что это пространство не вещественно ; место 

ортогональных преобразований заступают так называемые унитарные 
преобразования. · Если мы, ради того, чтобы получить наглядную 
картину, пренебрежем этими важными различиями, то каждую вели­
чину квантовой теории можно представить посредством некоторого 

тензора, главные направления осей которого могут быть нарисованы 
в пространстве ; чтобы иметь ясную картину, вспомнить о тензоре 
моментов инерщш твердого тела. Направления главных осей для 
каждой величины квантовой теории вообще различны и только 
переместимые матрицы дают одинаковые направления. Точное зна­

)_У 
Рис. 15. 

ние какой-либо квантово-теоретической 
величины соответствует установлению в 

пространстве некоторого, вполне опреде­

ленного направления (луч в унитарном 
пространстве). Точно так же, например, 
посредством точного знания момента инер­

ции твердого тела определяется соответ­

ственная главная ось, к которой принадле­

жит момент инерции (нужно принять при 
этом, что не существует никакJ{х выро-

ждений). Назв~шное направление парал­
лельно, следовательно, той главной оси k тензора Т, которой 
соответствует компонента Tkk этого тензора, имеющая как раз 
измеренное значение. Точное знание направления (с точностью 
до некоторого фазового множителя) в унитарном пространстве есть 
максимальное знание квантово-теоретических величин, которое мо­

жет быть достигнуто. Вейль 12 поэтому обозначил эту степень 
знания, как "случай чистого собрания". Атом в некотором (не­
вырожденном) стационарном состоянии представляет, например, 
такой "случай чистоты". Характеризующее его направление со­
ответствует той главной оси k тензора Е, которltЯ относится к зна­
чению энерги'и Ekk соответствующего стационарного состояния. 
Очевидно не имеет никакого смысла ·говорить о значении например 
переменной р или q в названном (определяемом одной .из главных 
осей Е) направлении. Как известно, для механического рассмотрения 
какого-нибудь частного случая движения твердого тела столь же мало 
лостаточно задания момента инерции вокруг некоторой оси, отличной 

от главной. Только тензора, направления главных осей которых совпа­
цают с таковыми для Е, имеют определенное значение в данном наорав-
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лении. В унитарном пространстве, например, общий момент коли~ 
чества движения атома может быть определен одновременно с энер­
гией. Если должно быть произведено измерение значения q, то 
сначала вместо точного знания направления должно выступить не­

точное, которое может быть представлено, как снабженная коэф­
фициентом вероятности "смесь" направлений, соответствующих 
главным осям Е. Например при измерении положения посредством 
микроскопа, неопределимая часть комптоновского отброса пере­

водит "случай чистоты" Ekk в такую "'~"смесь" (ер. II, 2а). Эта 
смесь должна быть такого рода, чтобы ее также можно было при­
нять за снабженную соответственными коэффициентами вероятности 
смесь направлений, соответствующих главным осям q. Из полу­

ченной смеси измерение выбирает определенное значение q', как 
действительный результат. Из всего процесса следует, что значение 

q не может быть однозначно предсказано из опыта, позволяв ' его 
определить Е, так как между двумя опытами имело место до из­
вестной степени не подлежащее контролю возмущение системы. 

Но это возмущение определимо качественно, если знают, что в ре· 
зультате должно быть известно точное знаqение q. В этом случае 
вероятность нахождения q, после того, как Е было измерено, дается 
квадратом косинуса угла между первоначальным направлением "В" 
и направлением "q", или, правильнее, соответствующим этому 
ю~алрату косинуса выражением в унитарном пространстве [S (В, q)] 2 • 

Это положение образует один из фундаментальных постулатов 
квантовой теории и не может быть более непосредственно обосно­
вано. Из этой аксиомы следует: значения двух квантовотеоретиче­
ских величин связаны причинно друг с другом тогда и только тогда, 

когда соответствующие обеим величинам тензора имеют параллель­

ные главные оси. Во всех других случаях не существует никакой 
причинной связи. Решающим для статистической связи посредством 
некоторых коэффициентов вероятности Является вызванное измери­

тельными прИ:борами возмущение системы. Без наличия этого воз­
мущения не имеет никакого смысла говорить о значении или о 

вероятном значении переменной в некотором направлении в уни~ 

тарном пространстве, если это направление не параллельно с на­

правлением одной из главных осей соответствующего этой 1гре­

менной тензора. Например приходится запутываться в противо­

речиях, говоря о вероятности положения электрона и не принимая 

в рассмотрение примененный для измерения положения эксперимент 

(отрицательная кинетическая энергия, сравни стр. 35). Нужно также 
подчеркнуть, что статистический характер зависимости основан 

на том, что влияние измеритеJJьных приборов на измеряемую си­
стему трактуется иначе, чем влияние отдельных частей системы друг 

на друга, ибо и это последнее влияние также обусловливает изме-
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нения направления вектора системы в rильбертовском простран<'.тве, 
но этн изменения вполне определенны. Если бы измеритеJ1ьные 

инструменты были прнчисJ1ены к систе~·е, причем было бы соответ-· 
ственно расширено rильбертовское иространство, то рассмотренные 

выше, как неопределенные, изменения вектора системы быJJи бы 

тtперь определены Однако польsу из этого можно было бы извлечь 
только тоrда, когда наше наблюдение измерительных инструментсш 

было бы свобощю о r неоnределенносги. Но однако для этих на· 

блюдений справедливы те же рассуждения, что и выше, и мы долж!lы 

были бы, скажем, наши гш1за тю~же включить в си<:тему, чтобы 

избежать неопределенности в этом пунюе и т. д. В коне·шом 
с•1ете проследить количестне11но цепь причин и следст1шй можно 

было бы только, включив весь мир 1; систему- но тогда физика 

уже исчезла и осталась только одна ма н~матическая схема. Ра:ще­

ление мира на наблюдающую и ш~.б:tюдаемую системы преп1нст1Jуеr 
таким образом точной ф:1рмулировке аакона причинности. (Наблю­

дающей системой не должен бып. обшшти1ьно только чеJювск· 
наблюдатель, вмес10 него могут служ ,ть таюке врибо;~ы, J-:з.к 

н1пример фотографические нл:ктинки и т. д.) !{ак примеры спс. 
1щалы1ы.х !1fРЧИ!шых свНЗ('Й следует все же у~юмянут~" что за­

ЮJНЫ сохранешш энергии и имнуш,са стrю1·0 спра;,едшшы также 

и в кванго ой ~еории, так как энергия и шшулы: и в раалччные 

ыоменты вµеменн таюю.: fШJшютсн перемссгиыым 11 величинами. Дап е :. 
1-люшые ocr1 q в момеН1 времена t п ост~ q 1; мо:,;ент времt:т1 

t +- !1t 11риб,\;:3ителыю параш~ льны, ec.ri:; !1.t достаточно мало. Ermr 
щюи-~вести д1<а из,"еренш1 rю rюжевин оч ~;ь OJJ.HO за другим, 
Т() ~южно быJ'f, с:1едователыю лраю·;;ч«с н уш:решшм, что электµоа 

uуне г най;:ен нриблизнтет,tю на том же мест~:. Вообще н 1<ван­

товоВ механик; можно установить некоторый sил: эа;шна причин­

ности в CJJeд_ ющей фор\'е: tC'lИ в El:'i·.OTr,pы!i мом. нт rpe:r:e11и 

известные физические ве1шчины будут " ;"! ревы так точно, кш< э о 
11ринщшиалыю возмоr«.но, то также и но всякий друrой момеп1· 

времени с_, щес: вуют величины, зш1че,шс котщ ых ыожет быт;, точ1-:о 

ны'rислено; это зшни г, что дли них может быть ·1 очно НрЕ'л.сювао 
результат и3мерения, носкоm,ку пабюодасман сис1сма не ПOilRCjJ· 
1 асгсн никак.им другим нозл1ущ ншш кроме ш1.званнык и~ч,н·реш1й. 

2. ИtПЕРФЕРЕНЦИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ. 

Мноп1е парадоксы квантово ·1 теории 1юзпикюо ;- от 1-. н'iJ, что 

11еn1.tстаточн 1 ) внимание 11а обуслонленнос~ 11:~:".1ерпт\:ль-
11ыми приборнш 1;t)змущеш1е. Как щjнмер ht;,I рн::смотр1-щ 
мысленный экс11ел1мент. g 

lJJrepн·1·ep"axoнcкн!i :номныН пу•юк, кс1:ор1.•П с11ач;i·1:1 солержит 

48 



только атомы, находящиеся в стационарном состоянии п, проходит 

чере:' поле F1, сильно неоднородгюе в направлении пучка и вызы· 
ваюtце;; п_рехо/\Ы в виду резкой неоднородности. Относящаяся 1{ 

F1 функция пр::образоРанин пусть будет sA~; вероятность найти 
1 (1)12 атом позади F1 в состоянии т рав:1а, следова, ельно, 1Sпт • Посл~ 

некоти;-ого отрез!(а пути атомы проходит через второе поле F2 

rюдобное пе. ,вoviy. От,юсящаяся к нему функция преобразования 

пусть будет s~}. ПсJЗади F2 и 
будет опр д•::лят1.ся стац 10:1ар-

11ое состояние атома. 

г: 

\/ 
г v 

Для атоиов, которые по­
за:;и F 1 были в состоянии т, 
вероятносп перехода в состоя­

ние l при прохожд<::ю1и через 

-~~--·~--------~~~----

F2 дается вы; ажением /-'>~i/ 2 • 
CorJJacиo этой арг ментации 

Рис. 16. 

общее число атомов, которыt· после прохож 1ения Р2 
в СОСТОН111И !, должно быть ~Ш:") выраже11ИС\I 

~ 1 (1) 12 i '(") 12 
~ : Snm 1 1 Smt . 

нахо,11ятся 

(58) 

С ;~ругой с:ороны фу11кция ~:реобразов:шия, относящаяся к по­
JНI "1 F1 и F2, R циюм_. есть 

Su21 ~ "c1J s'2) 
' пl = .~ ''nm ml' 

tlt 

·1. е. число aтnlVIOiJ в со,:тоянии l позади F 2 должно быть ра> но: 

(12) v ,(1) 
1 

'2 1 
Snt / = ~511т (59) 

•по про· иворечит (58). 
Но нро1иворе4ие исчезает, r CJIИ прюш 1 ь во в11имание, что фор6 

муJiы (58) и (59) в ДСЙСТВИТ,'rJЫЮСiИ ОТНОСЯl'СЯ к двум различны,11 
о ытам. Выво<J: (58) пр;ши::ен тош ко тогда, когда между F1 и F 2 

имел ~1' сто экснеримент, позволяющий оп;н:делИ1ъ стационар1юе 

состояние ar ома. Такой экс,1ерим нт нео·бходимо изменя:.т фа у 
относящейсн к т-ному сост.Jянию шре;щнгероsско; волны на н:'­

известную величину порядка ~ п, как это было вычислено в П, 2 d. 
При ПfJИ\:енении 'ыраж нии (5Н) к этому эксперименту нужно 

JМНОЖИТЬ ПОД 3 аКОМ суммы IС!ЖДЧЙ член ss;~ S~i На HeKOTOJ!JIO 

неи;~ естную фазу /'f"' и, наконеа, образовать среднее по фазе от 



правой части (59). Как легко вычислить, это среднее по фа3е 
совпадает с (58). Если же меж 1у F1 и Р2 не имел места никакой 
громежуточный опыт, по воляющий определение состояния, то ко­

нечныrl результат оныта .. ается формулой (59); вывод (58) тогда 
неправиJiен, так как тогда в овсе не ль з н r о в ори т ь о том, 
что между Р1 и f~ ато"~ находится в каком то опре­
деленном состоянии. 

Охdрактеризуем еще раз все три слу•1м1, которые нужно строго 
различать между собой : 

I эк спер имен т. Между Р1 и /'~ атомы не испытываюг rюз-
мущения. Вероя1ность для с1х1оянш1 f позади Р2 будет: 

1 
~ S' щ .с2> 12 
.t:,,J шit 5 rnl 1 • 
1т 

ll э :<спер им 1 н г. М сжду Р1 и F2 имеет место некоторое 
воздействие на атомы, поз в о л ню щ се опр ·деJш1ъ их стационарное 

состошше; однако результат измерения Ht' регистрируетсн, (Воз­

никает "смесь".) Веrонтность дJШ состош1ю1 l позади ранна: 

1П эк с n ер имен т. Между F1 и Р2 имеет место ш.:1щторое 
1 оздей-~ вне на атомы, позволяюще, определить их стационарное 

состояние; это изме";ение ;щ;;;т ; "состшшие т". Вероятность д;ш 
rостояния l позади Р2 'с·rь : 

1 S·(2) 12 
'· rnl • 

Различие между случаями П и Ш привычно уж,; иа классическu!! 
теории. Принципиальн;)е различие I и Н, однаriО. о?разует, буд,1 чи 
соотв~тственно обобщшо, центральный пункт квантовой 1еории. 

Здесь т~юке видна связь с расе, ждr"ниями предыдущего параграфа. 

Измерение н ·1щторой физической величины "IJ состоит, вообще 
говоря, в том, чго мы наблюдаемую систему, которой величина "IJ 
перед измерением сопоставлена с неточностью д1 71, изменяем та1<, 
что после измерения эта величина может быть еН соr:оставлена 
с меньшей неточностью д2"1j < д1 'tj. Этот процесс измерения, со­
гласно сказанному, долЖен быть разде.JJен на два строго различае­
мые а;ста. Первый шаг измерения состоит в том, что система под­

вергается внешнему, физически реальному, изменяющему ход собы­
тий воздействию, например: освещение светом или вкюочение пuлн. 

Это воздействие приводит к тому, что наблюдаемая система пере~ 
ходит в "смесь" состояний, вообще говори бескопе1шо :многих, но 
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для которых остается общим то, что величина -ri может быть им со­
поставлена с неточностью д21J. 

Второй акт измерения выбирает из бесконечно большого числа 
состояний смеси некоторое вполне определенное, как действительно 

реализованное. ·Этот второй шаг представляет собой цроцесс, ко­
торый сам не воздействует на ход событий, но который только 
изменяет наше знание реальных соотношений. 

3. БОРОВСКОЕ ПОНЯТИЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНОСТИ. 

Мир понятий, возникших из повседневных опытов, быЛ впервые 
оставлен в эйнштейновской теории относительности. Там выясни­
лось, что обыкновенные понятия можно применять только к про­
uессам, в которых скорость распространения света может быть 
практически рассматриваема как бесконечно большая. Уточненный 
опытный материал современной экспериментальной физики прину­

дил, таким образом, к пересмотру старых и к образованию новых 
понятий. Но наше мышление могло только постепенно свыкнуться 
с расширенноft областью фактов и ее миром понятий и поэтому 
'Теория относительности казалась сначала чуждой и абстрактной. 

Как следует из сказанного до сих пор, опыты из мира атомов при­

нуждают к еще более далеко идущему отказу от привычных до 
сих пор понятий. Наше обычное описание природы и в особен­
ности мысль о строгой закономерности в процессах прирол'>1 осно­

ваны, в действительности, на предположении, что явления возможно 

наблюдать, не оказывая на них заметного влияния. Относить неко­
торое определенное следствие к определенной причине имеет смысл 

только тоrда, когда мы можем наблюдать следствие и причину, не 
производя одновременно в проuессе нарушающего воздействия. 

Таким образом, закон причинности в его классической форме мо­
жет быть определен, согласно его сути, только для замкнутых 
систем. В атомной же физике вообще с каждым наблюдением свя­
вано конечное, до известной степени не поп.лежащее контролю. воз· 

мущение, как это можно было заранее ожидать .в физике принци­
пиально наименьших величин. Но так как с другой стороны кажлое 
пространственно-временное описание физического процесса обус· 
ловлено 1,аблюденю~м этого процесса, то отсюда следует, что про­
странственно-временное описание проuессов с одной стороны и 

классический закон причинности с другой представляют дополни· 

тельные, исключающие друг друга черты физических процессов. 
Этому положению вещей в формализме теории соответствует то, что 
хотя и существует математическая схема квантовой теории, но эта 

схема не может быть истолкована как простая связь в пространстве 
и времени. 



Благодаря этой дополнительности nространственно-временного 
описания с одной стороны и причинной сшtsи с другой, высту­

пает далее некоторая своеобразная неопределенность понятия "на­
блюдение", состоящая в том, что всегда остается произвольш,1м, 

какие предметы нужно прнчислить к наблюдаемой системе и какие 
рассматривать как средства наблюдения. В формалиsме теории этот 
проиsвол приводит к тому, что для толкования какого либо физи­
ческого эксперимента часто могут быть использованы весьма раз­
личные ~~етоды, чему поsднее будет приведено несколько примеров. 

Но даже если и примириться с названным произволом, понятие 
"ваблюдения", строго говоря, принадлежит к миру идей, взятых из 
нашего повседневного опыта; оно может быть перенесено на атом· 
ные явления только тогда, когда принято во внимание данное в соот­

ношениях неопределенности ограничение всех нространственно вре­

менных картин. Так как каждое наблюдение ·ПО определению свя­
sано с пространствuм и временем, то это понятие и имеет смысл 

только внутри границ, которые даются соотношениями неточности. 

Было упомянуто уже раньше, что существуют специальные случаи, 
в 1<0торых требованин классического закона причинности в извест­
ном приближении могут быть согласованы с пространственно-вре." 
менным описанием. В общем случае, однако, положение веЩей можно 
охарактеризовать примерно следующей схемой (Бор, цитир. статьи): 

Классическая t 
теория 

f 
О1~исание в простран­

стве и времени 

1 Причинность 

Квантовая тео:11ия 
ИЛИ ИJIYJ 

Описание в простран­
стве и времени. 

Соотношения нео­
пределенности. 

Nlаrематическая схе­
ма вне простран­

ства и времени. 

При11ин11ость. 

Только после тоrо, как при образовании понятий будут сщ;. 
паны попытки 11ристтособиться к этой основной дополнительности 
описания в пространстве времени и причинности, можно будет су­
дить о свободе от противоречий методов квантовой теории (в осо­
бенности интерпретации теории преобразований). Приспособление 
нашего мышления и нашего языка к опытам атомной физики но 
всяком случае, как и в теории относительности, связано с боль­
шими трудностями. В теории относительности этому приспособле­
нию оче1;ь помогли философские дискуссии прежнего времени, отно" 

сивш1-1ес11 к проблеме пространства и времени. Подобным образом 



.можно и· в атомной фи3ике и3влечь поль3у иа основных для всех 
теорий познания рассуждений о трудностях, которые связаны с раз­

делецием мира на субъект и объект. Обсуждение некоторых аб~ 
стракций, характерных для современно~теоретической физики, можно 
найти уже в философии прошлого столетия. В то время, как эти 
абстракции могли быть тогда, как игра мыслей, отброшены основы­
вающимися только на действительности учеными, утонченное экспе­

риментальное искусство современной физики заставляет нас теперь 
подробно продискутировать эти абстракции. 

V. Обсуждена~ важнейших эксперц.ментов. 
В предыдущих параграфах были подробно рассмотрены прин­

ципы квантовой теории. Действительное их понимание однако обу­
словлено приспасоблением нашего мышления к положению вещей 
созданному экспериментами, и особенно к только что обсуждав­
шейся взаимности 3акона причинности и описания в пространстве­

времени. Поэтому обсуждение основных экспериментов ока?J(ет боль­
шую пользу для понимания теории. 

1. ФОТОГРАФИИ ВИЛЬСОНА. 

а) Существеннейшие черты вильсоновских фотографий могут 
быть прежде всего истолкованы с помощью классической теории 
корпускулярного представления. Это толкование совершенно спра­
ведливо также и с точки зрения квантовой теории, так как при 

измерении положения частицы в вильсоновской камере соотноше­

ния неточности (как это ясно подl!Jйслено в П) хотя тривиальным 
образом и имеют место, но они несущественны для толковапия 
важнейших результатов вильсоновских фотографий (на11ример пря­
молинейности путей а - лучей). Для заключений такого рода клас­
сическая теория может быть всегда по праву применима так же как 
и для макроскопических процессов, так как квантовая теория су­

щественна только для более тонких сторон явления, так сказать, 
внутри соотношений неопределенности. 

~) Несмотря на это, все же полезно обсудить ближе также и 
квантовую теорию вильсоновских снимков. Здесь сейчас же высту­
пает вышеописанный произвол понятия наблюдения, так как является 
простым вопросом целесообразности: нужно ли ионизуемые моле­
кулы воды причислить к одной систе?t1е с а - частицей или к на­

блюдающему прибору? Мы станем сначала на последнюю точку 
зрения. Наблюдаемая система состоит тогда из одной сх- частицы 
и результат измерения положения посредством ионизации будет 

представлен в математической схеме теории посредством пакета не-



роятности \S(q')\2 в пространстве координат х, у, z, а - часпщы. 
ПосJJедующие вычисления, удобства ради, будут проделаны только 
д;IЯ одной степени свободы частицы, скажем, для координаты q, в. 9 

Если положение частицы иавестно уже в предшествующие моменты 
времени, то нааванное выше намерение положения дает, хотя и соот­

ветственно неточное, знание скорости (ер. П, 2 Ь), которое позво­
ляет точное определение S(q) по уравнению (11). Мы обозначим та-
ким образом снова через q, jJ средние значения q и р в мо­
мент времени t =О; чt?рез дq, др средние ошибки. Значок О в q0' 

напоминает, что это ЗIIачение относ' 7СЯ ко времени t =О. Тогда 
для t =О имеет место, например со~ ласно II 1 : 

( qo --- q)' 21ti --( 1 -) 

- 2(дq)• - hp q, -q 
S(q0 ') =--= const · е (60) 

Для свободного движения, без действии каких либо си;1, справсд­
пивы уравнения: 

р = ~onst =р0 ) 

q = -- р, т. е. 

1 t1 • 
1 ! 

17-=-p·t-1- qo 
р. 

(61) 

Чтобы наl\ти распределение вероятности в момент времени t, мы 
выч1iсJ1им по уравнению М (169) функцию преобразования S(q0', q'): 

( _!_ 2h ·ад, +qo') S(1Jo 1 fJ 1) = q'S(q0'q'). (62) 
11 1Cl q о -

Решением (62) будет: 

~/~ (q'qo'--!_ q,t•) 
S(q01q') =const·e м 2 • (63} 

И мы н;~_ходим для распределения в момент времени t со1ласно 
м (188): 

(64) 

т. е. 

(65) 

1·де положено 

li t 1 t 1 
~ = -- - - - - = Лр -- --- . 

2тс /!- (Лq)2 11- дq' 



далее следует: 

(66; 

t ·- -
Среднее значение аля ,]', таким образом, равно --р -!-· q, как это 

fJ. 
и нужно было ожидать по классической теории, и средний квадрат 

ошибки для q' равен дq2 (-~--др )2 , т. е. скJiадывается из двух 
11астей, непосредственно соответствующих неточностям q0' и р0 ' 
в момент времени t =О. 

EcJiи применить (66) к тре'' степеням свободы х, у, z а. - ча­
стицы, то видно, что путь пакета вероятности представляет прямую 

Jшнию, если отвлечься от расползания пакета. Но нужно заметить, 
что уравнение (66) только тогда имеет место, если а.· частица 
движется беспрепятственно. Каждая последующая ионизация моле­
кулы воды превращает пакет (66) в "смесь" таких пакетов (переход 
от случая I к случаю П в схеме IV, 2). Если ионизация связана 
с измерением положения, то из этой "смеси" будет снова выделен 
небольшой пакет вер:чпности вида (60), 1<ак результат измерения; 
он и образует исходный пункт для дальнейшего вычисления траекто­
рий (случай Ш в схеме IV, 2) и т. д. 

Отстуш1ения от прямолинейности сзязаны с величиной измене­
ния импульса при ионизации в отношении к импульсу частицы. 

Отсюда сразу становится понятным различие между путями а. - ча­
стиц и ~ - частиц. Неопределенность изменения импульса связана 
согласно ll, 2 с величиною области значений импульсов выбро­
шенного из молекулы электрона перед столкновением, и таким об­
разом косвенно с веJJичиноfi молекулы. 

Что касается формальной стороны только что проведенных вы­
числений, то нужно еще отметить, что преобразование от q0' к q' 
может быть сделано также кружным путем при посредстве энер­
гии; согласно М (188) вообu:е имеет место 

S(q0'q'):=f S(q0'E)S(Eq')dE (67) 

111 ноэтому 

S(q') '= J d R J drz0' S(q0') S(q 0 1 Е) · S(Eq'). (68) 

Функции S ( q0' Е) представляют сuбой обыкновенные шредин­
геровсю1е волны в фазовом пространстве. Функция S (q') может 
бы1ъ поJ1у'!ена, таким образом, путем наложения таких шредингеров-



ских функций. Этим методом Дарвин 10 иссш'довал движение на­
кетов вероятности. 

r) Наконец, мы проведем еще математическую трактовку виль­
соновских фотографий при предположении, что ионизуемые моле­

кулы воды причислены к наблюдаемой системе. Это хотя и слож­
нее, чем предыдущие методы, но зато позволяет представить 

менее странным чуждый нашему обычному представлению элемент 
квантовой теории, который в предыдущем вычислении сказался 

в сведении (редукции) волнового пакета при наблюдении. Чтобы 
не слишком затруднять вычис.тrения, примем, что наша система кроме 

а - частицы содержит только две молекулы воды. Пусть далее 
вектор импульса ~ (Рх. Ру, Pz) а· •~астицы перед ионизацией точно 
известен, следовательно, положение r (х, у, z) совершенно неиз·· 
вестно. Мы ищем вероятность того, что обе молекуJ1ы будут иони­

аованы, и покажем, что эта вероятность толь к о тогда н р и 11 и­

м а е т з а м е т но е з нач е н и е, к о гл а л и ни я, с в я з ы в а ю­

щ а я ц е н т р ы о б е и х м о л е к у 11, п а р а 11 л е л ь н а н а п р а в л е-
11 и ю скор о ст и а· част и ц ы. Мы обозначим координаты цент­
ров тяжести обеих молекул, принятых за неподвижные, через х1, у1 , z1 

и хн, у11, z 11 , а внутренние координаты мо11екул через q1 и q11 • 

Наше конфигурационное пространство заключает в общем коорди­
наты (х, у, z; q1; qн). Мы пренебрежем далее взаимодействием 
между молекулами; взаимодействие же между а-частиц~й и моле­

кулами рассмотрим как возмущение; соответственные члены гамит;;; 

гоновой Функции пусть будут пГ)(х, У, z, qт,) и нi/) (х, у, z и q11). 
нР) и н{[> рассматриваются как операторы, действую1цие на ВО/!­
новую функцию у (х, у, z; q1, q11 ) шр:динrеровской теории, 

Таким образом, шрединrеровское JЗОJшовое уравнение будет 
окончательно гласить i) 

·----..,.-----
а-частина 

+ J. \н\ 1 ) + нfГ) 
в'Заимод;й-с-:;:-;;;; 

MOJle·· MOllC-

Kyлa 1 кула !! (69) 

lт д) 
2пi дt t}' ::;.--:: О. 

). С'сть ма11ый параметр возмущенин, по которому доnжно быть 

1) Последующее вычисление взято в существенном из работы М. Борна. 14 

В дальнейшем мы пренебрегаем взаимодействием а-частиц с атомными 
н д р а м и в молекулах, 



произведено разложение. Мы 11опаггс·111 'f =с Ч·о --1 J41> -/- ).~.~( 2)--+ ... 
н поJJучаем из (69) 

([)\ 1 Нн (l]н) -- -

'1'. д. 

Со6стненн~.1е рсшснин ш·рного ураннсния (70) могут fiып, на­

ннсаны в виде: 

)) . 
Jlane-P, функции ·~l 11 •/"1 н зависимости от q1 н q11 должн1.1 

быТh разложены 110 ортогональной системе фушщий <f'щ (q1) 9nп С;-qп), 
т. с. 

,1,(1) '"' 'l) / • у -'-= """'Vщ, 1111 \Х,)', z, t) (72) 
1Ч• 11!! 

l J:шонен, мы образуем матричные элементы энерп~и возмущения: 

п\" о/".(<1,) = ~ 1,,? т,<х, у, z) о/т, ( q,) ! 
щ :~ (1) .• , • 

Нн <f'пн (цп) = _;;;. hп11 тн (х,у, Z) 'Ртн (IJн) 

тн ·' 

(7J) 

!iсво:-шущсннос состонние в момент нрсмени t =--= О, из которого 
мы исходим, дается через 

о. 11 о 
n1 =ni' н = nн; i, --- >10 (р ----- , .о р -- 1Jr; . Р -ро) Е' Е· (О) 1-'·-r х---_,х, y·-L·!J• z- z, • . о· 



Если положить здесь 

- ~':.l в(•) t 
(1) h • (\) ( ) 
Vщ nн (х, у, z, t) = е . wщ 1/11 х, у, z , 

то в силу 

E(•J - Е(•) -j- Е<•) + .__!__ ( (О)' 1 (О)'+ (О)') 
-• - • о ·' о 2 Рх ·т Ру Pz 

111 v 11 !-'· 

1 w~~) nп (х, у, z) J 2 дает согласно IV, 1 в первом приближLаии ве­
роятность того, что молекулы перешли, соответственно, в состоя­

ния n1 и п11 и оt-частица находится в то<ше х, у, z. Из (75) мы 
заключаем, что в первом приближении ~южет быть возбуждена 

только одна молекула, так как иначе по (75), Wщ nп исчезает, если 
о 

и п1 и вместе с тем п11 отличны от начальных значений ni и, соот-
ветственнс, п~1 • Прежде чем перейти ко второму приближению, . рас­
смотрим поведение w<1> (х, у, z) в пространстве (х, у, z). Левая 
часть (75) соответствует обыкновенному волновому уравнению 

h 
ди + k2u =О, причем длина волны ). = щ вычисляеня нз 

р 

1 ( (1))1 - о о + 1 ( (0))2 
211 \' - Е"1 - Eni + Епп - Епн 211 \' (76) 

В правой части (75) стоят источнюш этих волн. Таким образом, 
выражение w<1> (х, у, z) может быть получено из принципа Гюй-

&8 



генса, путем наложения шаровых волн оnисанноrо вида, согласно 

функции распределения: 

2"1 (j)O~) 
- (h~~~n, (х, у, z) ап•нn11 +h~~!I nн (х, у, z) ап•1п,)е h (77) 

Если ; 11 (p(0>)s велико в сравнении с разностями энергий в моле· 
кулах, то легко видеть, что w~1!п 11 • (х, у, z) практически отлично 
от нуля только в полосе позади молекулы I, в направлении p<0J. 
Поперечное сечение этой полосы (вблизи молекулы I), соответствует 
примерно размерам молекулы. Полоса имеет конечное расширение, 

Рис. 17. 

соответствующее относительно ничтожным изменениям импульса а.­

частицы при возбуждении. То же самое справедливо mutatis mutan· 
dis для 'Ш~~; п11 (х, у, z) (см. рис. 17). 

После этой ПОЩ'ОТОВКИ мы перейдем ко второму приближению. 

Из уравнения (70) для w~2!1111 (х, у, z) следует: 

{ -- -~:- Л -- f Е о -· Е -·f- Е о -- Е + 8 2 ! п 1 n1 п 11 nп 
"fl· 

1 ( (") )2]} (2) 
2fl' +' . w"1 1111 (х, у, z) =~ 

v ," (1) [ (1) ' 
"""' -·-~ ~ 'lelm1 тп 11 (х, у, z) hrn1 п1 ( х, У, z) От11 11 11 -t 

(78) 



.Мы юнем условин, при которых 11.1~2) п (1i ::1:: п 0 ; п ~:: п о) мо-1 П I j- 1 ll 1- 1I , 

жет быть заметно от;шчно от ну11я. Для этих чJ1енов ·шf,2)11 в сум-
' !! 

мах в правой части (78) остается тш1ько по одному слагаемому щ = 
= tz1° и, соответственно, тн = nп0 ; т. е. w~J,, только тогда за-

' 11 

метно отлично от нуля, когда ил и w;,~) п и h~~ п отличны от нуля 
I П l I 

в одинаковых областях пространства х, у, z, ил и w~}/ п•п и h~;,1111 
отличны от нуля в одинаковых областях пространства (х, у, z). 
Э т о в о 3 м о ж в о т о л ь к о т о г д а, к о г д а и л и м о л е к у л а I 
лежит в полосе w~~пп или моJ1екула II---n полосеw~1;п•н· 

Если обобщить эти рассуждения на случай любого числа моле­
кул -- при этом не появится ничего нопого -- то тем самым прямо­

линейность путей сz-часrиц будет доказана. То, что неопределенность 

измененин импу,пьса при ионизации связана с точностью измерения 

положения - именно с величиной молекул, сказьшается в этом вы~ 

чисJ1ении при применении принципа Гюйt·енса. Чем менее область 

источникон h(l) (х, у, z) рассеянных волн, тем больше телесный 
угш1 "пшюс" 'IO(l). Прерывное изменение 11акетов вероятности 
стало бы здесь играть poJiь, однако, только тогда, когда мы за­
дали бы вопрос о .возможностях наблюдения ионизации молекул. 

2. ДИФФРАКЦИШШЫЕ ОПЫТЫ. 

а) Диффракция лучей света и материи от решето" (Дэвиссон -
Джермер, Томсон, Рупп, Кикучи) может быть нростейшим обрааом 

объяснена с помощыо классиче­
ской воJJновой теории света и ма­

х 

Рис. 18. 

терии. Применение пространствен­

но-временной воJJновой теории t< 
этим опытам вполне оправдывается 

также и с точ1;<И 3рения квантовой 
теории, потому что для геометрии 

вoJJH соотношения неопределен­

ности между волновыми амплиту­

дами не играют никакой роли. 

Квантовая теория будет сущест­

венна только для вопросов об энер-
гии, импульсе вол!! и т. п. 

~) Квантовая теория волн но всех существенных пунктах явле­
ний диффракции совпадает с классической волновой теорией, 

поэтому представJшеrся излишним приводитъ математическую схему 

этих вычислений. С другой стороны по Дьюэну 15 можно получить 

60 



интересный вывод диффракционных явлений из кванто'Вой теории кор­
пускулнрноrо представления. Мы представим себе простоты ради 

отражение корпускул от плоской штриховой решет!{и (постояннан 

решетки d). (Штрихи параллельны оси z- перпендикуJшрной к чер­
тежу рис. 18.) Если представить, что решетка сама подвижна, то ее 
перемещение в направлении х может бып, рассматриваемо как 

периодl'l.ческое движение с периодом d, поскольку в расчет при­

нято бу;1ет только взаимодействие падающих частиц с решеткой, 

так как при смещении всей решетки на отрезок d это взаимодей­
ствие осrается неизменным. Отсюдн можно заключить, что движе­

ние решетки в направлении х "прикваrповано" ----импульс Рх мо-

h 
жег измениться только на цеJ1ое кrатное знач-:1.ия --d (ер. в 11реж-

пем представлении квантовой теории: J pdij = nh ). 
Так как при отражении частицы от решетки импульс всей 

системы сохраш1ется, то х-овая составляющая импульса часпщы 

h 
нзме1шется также только на 11елое Ератное (j• Отсюда сJiедует: 

(79) 

f{роме того, решетка в си 'JY ее бо.Тfhшой массы не может rю:1у­
чип, заме·1ной энергни, таким образом: 

(80) 

Если Н угол падения, [)' у1·ол отражения луча, то имеет место 

cos а=!?; sin&=~ 
р р 

"' ,. (\ fz sin" - · sш "= т ----. 
dp 

(81) 

Из формулы М (203) для длины волн, соответствующих кор­
пускул:1м, сле·;ует: 

(sin &' --- siп О) ci "~" тЛ, (82) 

в согласии с волновой теорией. 

1) То обстоя r ель.:тво, что материя и световое излучение имею·r 
как корпускулярш,:е, так и волновые сн·;йства, до объясненин 

ю1а~пово-теорет~ческих пршщипо~ давало часто повод к затруп­

нениям. В осооенности часто оосуждался следующий нара;юкс: 

сюты взаимодействия между отраж ю1ыми от решетки электронами 

и материей штр;1хов решетки быстро уб ,~вают с расстоянием; 
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таким образом, для направления отражения могут иметь значение 
только непосредственно близкие к частице штрихи решетки. 
Несмо'l'ря на это и удаленные штрихи имеют влияние на 01 ражеf!ие, 
так как вся решетка в целом определяет остр01у максимумов в иф­

фракции. Основанием этого противоречия являе: ся смешени~ двух 
различных опытов (ер. эксперимент I и П в IV, 2) Если не им е е'т 
места опыт, поа1юляющий установить положение электрона перед 

отражением, то нет никакого смысла говорить о положении элект­

рона и поэтому вполне понятно, что вся решетка имеет значение 

для процесса. Если же такой опыт для измерения положения 
электрона (с точностью дq) имеет место, то он изменяет импульс, 
а вместе с тем и длину волны электрона на частью неизвестную 

величину 

(др~~). 
Лq; 

Отражение происходит тогда в неточно известном 1 rаправлении, 

Ч:аК ЭТО И НУЖНО ожидать при отражении ОТ НеМНОГИХ (л;J) Ш,'l'рИ· 
хов решетки. Если дq будет меньше d, то диффра~щионные мак-

( }j )' симумы становя1 ся совсем размытыми др > -d . Однако в том 

случае, если измерение положения действительно производится, 

м::>жно все же сделать более точные заключения о пути соответ­
стненного элl'ктрона (различие между П и Ш в IV, 2); например 
решить, попадет ли элекrрон на штрих решетки или нет и т. д. 

З. ОПЫТ ЭЙНШТЕЙНА И РУППА. ts 

Одно из нротиворечий между теорией световых квантов и вол­

новой теорией казалось можно было установить на следующем 
опыте: в каналов:)М луче светящийся атом летит парзллельно экрану 

мимо щели S шириною d (см рис. 19). Испускаемый атомом 
и проходящий через щель свет наблюдается в точке Р в спектро­
скоп. Пусть скорость атома в луче будет v, частота испускаемого 
им монохроматического света v. Так как свет от атома может 
достичь Р только за короткий промежуток времени t, в который 
атом пролетает как раз мимо щели, то наблюдаемый в Р поток 
волн имеет конечную длину и его частота может быть поэтому по 

законам оптики определена только неточно. В Р будет наблю­
даться, следовате11ьно, расширение линии v порядка. 

1 'V 
дv~Т,,,,_, d' (83) 



Напротив, по квантовой теории света расширение J1инии ка­

жется невозможным, так как атом испускает монохроматический 

свет, а экран не может изменить энергии светового кванта, так как 

экран хотя и получает импульс, но, в силу своей большой маосы, 

не может получить энергии. Ошибка этого рассуждения, согласно 
Бору, заключае1·ся в пренебрежении эффектом Допплера и рассеянием 
света н::1 щели. Световые кванты, попадающие из атома в Р, не все 
испускаются перпендикулярно направлению луча; также и те све­

товые кванты, кото1ч.1е бу,с1,ут испущены под углом 1Х к напрJвле­
нию (атом·-+ Р), порядка 

(84) 

могут попасть в Р вследствие р~с-
),_ ' 

сеяния порядка d на щели. До; п-

лер-эффекr испущешюго в этом на­

правлении света имеЕ'т величину 

т. е. 

. v 
Лv~ sшa--v 

с ' 

в согласии с (83). 

(85) 

). v v 
Лv ~ -- • ~ v , __ , --

rl с d 

Рис. 19. 

(86) 

Также и в рассмотренном адесь оаьУrе строгая справедливость 

Jакона сохранения энергии для частиц соединима с требованиями 
классической волновой оптики. 

4. ИСПУСКАIШЕ, ПОГЛОЩЕНИЕ И ДИСПЕРСИЯ ИЗЛУЧЕНИЯ. 

а) Применение зшсоrюв сохранения. l{ачественное толкование 
поведения атомов в процессах иалучения воаможно уже на осно­

вании постулата о существонании дискретных стационарных со­

стояний и теории световых квантов. Действительно, это толкование 
и было первым решающим успе,:ом боровской теории. Мы noВl о­
рим вкратце важнейшие каl1ествепные результаты этой теории. 

Пусть стационарные состояния атома, начиная с нормального, пере­

нумерованы череа 1, 2, 3 ... (ер. схему уровней рис. 20). 
Атом в (Остоянии 3, например, может из этого соr.тояния, 

посредством испускания светового кванта h~.~2 , Iiерейти в состояние 2; 
таюке атом из состояния 1, например, может, поглощая световой 



ючшт hv13, перейти в состояние 3. Нужно особенно ппдчеркнутъ, 
что только что высказанные положения следует принимать 

буквально, и что они ни коим образом не имеют только "симво­
лический характер", так как мсжно, например, посредством оnытоn 

Ulтерна-Гсрлаха экспериментально установить, в каком стационар­

ном состоянии находится атом. Отсюпа, специально, сJiедует, что 
интенсюшо:ть какой-нибудь линии испускания нропорциональна 
числу атомов в верхнем (относящемся к этой линии испускания) 

состоянии; точно также интенсюзность какой-либо линии п ,глоще­
ния пропорциональна числу атомов в нижнем, относящемся к ссответ­

стнующей лннии поглощения,-состоянии. Эти резуJiьтаты, достаточно 
часто подтвержденные опытом, характершд для квантовой теории. 

Они не могут быть выведены из классичской теории ни волновой 
ни корпускулярной картин, так как уже существование дискретных 

значений энергии не может быть объяснено "лассической теорией. 
Совершенно подобные же со-

опюшения имеются в теории дис­

персии, в особенности неко1·ерент­

ноrо рассеянного излучения Сме­
каш1. 17 

Если атом в состоян:;и 1 будет 
возбуж :ен световым квантом liv, то 

011 может, не иаменя.1 состояная, 

испустить такой же световой квант 

hv (ест~ масса атомного ядра принята 
бесконечно большой); он может таюке 

перейти в состояние 2 и при этом испустить смещенный в сто­

рону длинных волн световой квант k/. Интенс. вность обоих ви­
дов рассеянного света пропорциональна числу атомов в СО0СТОЯНИИ 
1. Если атом в состоянии 2 будет освещен светом час оты v, то 
он может при переходе в состояние 1 испускать, как некогерент­
ный рассеянный свет, также световые кsанты более к 'РО' !"ой 
дJIИНЫ волны hv'. Снова интенсивность этоrо сорта рассеянного 
света ( антистоксовский рассеянный свет) пропорциональна числу 
атомов в сосrояюш 2. Это утвержление nыло подтверждено 
опытами Рамана. 18 

Ь) Полная трактовка. Однако эти качественные заключения 
о законах сохранения не д1ют по существу никаких сведений 

относительно интерференциошшх свойств испускаемого атомом 

света или о значениях вероят:юстей переходов. Для с бъяснеюш 
интерфере1щиошш11: свойств света достаточна, как напримеJ 

в опыте Дэвиссона-Джермера, классич' ска,: теория. Кнантов::~я 

теория ничего не изменяет в геометрии интерференционных картин, 

Однако "tq вычислrнt1я веронтностей переходов необ:х>щимо нр11-



менение кван1'овой rеории, хотя и можно, как покааал Кл_еnн, 
посредством умелой комбинации аргументов принципа соответствия 
и квантовой теории материи иаб~жать применения квантовой теории 
иалучения. Но такая формулировка проблемы иалучения пред­
ставляется не вполне удовлетворительной и может привести при 

поверхностном применении к неправильным заключениям. Во вся­
ком случае приложение этого метода соответствия требует боль­
шой осторожности при учете рааличных требований квантовой 
теории. 

Последовательное рассмотрение явлений излучения получается 
при применениr: квантовой теории к излучению и материи, при 

этом, конечно, беаразлично, исходить л.1 из корпускулярной или 
из волновой картины. Дирак в своей теории излучения 19 употребляет 
язык корпускулярной картины, но при выводе гамильтоновой 

функции использует частью следствия волнGвой теории излучения. 
Здесь будут вкратце приведены только основные черты этой теории. 

Атом представлен электроном, движущимся в электростатичес1сом 
силовом поле Ф0 • По Дираку 20 релятивистски инвариантное уравне­
ние для зада':/И одного электрона гласит: 

Ро + f Фо + o:i(P;+~ Ф;) + CX4fLC =О (87) 

или 

Н=-еФ0 -а;с~1+; Ф;)-а4!J-С2 • (88) 

Ф0 скалярный потенциал, Ф; (i = 1, 2, 3) электромагнитные потен­
циалы; по одинаковым значкам всегла суммируется (i = 1, 2, 3). 
Здесь, как и раньше, р1 обоаначают канонически сопряженные q; 
моменты, а1- операторы, удовл<:творяющ1;е уравнениям: 

( 
1 для i=k 

a;ak + akai = 23;k; а,а4 + a4at= О; а4 2 = 1 ; i3;k = О в других (89) 
случаях. 

Иа уравнений движения следует-

дН дН 
р;=-----:' дq1 ; q;= др;= -- а;· с (90) 

а1 тожд ственны, следовательно, с магрицами скорости вплоть до 

множите11я - с. Иа (88) следует, что энергия вааимодействия между 
атомом и полем излучения может быть написана в виде: 

(91) 

5 В. Гейвепберr. 



если положить скаJiярный потенциал поля излучения равным 
ну,1ю. 

Гамильтонова функция всей системы, ааключающt>й атом и поле 

излучения, имеет таким образом следующий вlщ: 

Чтобы привести задачу к простой математ,~ческой форме, рас­

сматривают поле иалучения в сосуде; таким обрааом, решение 
максвеллевских уравнений для сосуда дает систему ортогональных 

функций, по которой могут быть рааложены Ф;. Согласно М (246), 
как коэфициенты системы ортогональных функций появляются 

величины 

где Nr означает число световых квантов собственного колеба­

ния r. Общпн энергия поля иалучения (без нааимодейст1шя) просто 
выражается в этих переменных 

(93) 

При разложении Ф; по о;;тогона 1ыюй системе, отдельные члены 
разпоженин зависят еще от положенин атома в сосуде. Но так как 
':!та зависимость в коне·шом результате исчезает при усреднении, 

если сосуд принят достаточно большим, то целесообразно в отды1ь­

ный член разложения ввести "среднюю" амплитуду таким спосо­

бом, чтобы квщрат этой средней амплитуды совпал со средним 

значением квадрата первоначальной амплитуды; здесь подразуме­

вается среднее значение по всем во3можным положениям атома 

u сосуде. Таким образом для Фi получается: 

(94) 

а.;г означает здесь угол между электрическим вектором собствен­
ного колебанин r и осью qi; crr есть число собственных колебаний 
в интервnле частот дvr и в телесном угле д(J)r1 раздеl[енное на 
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д'ir• Лwr, Итак для гамильтоноао!-\ функции всей системы мы полу-

чаем: 

(95) 

где qr означает компоненту вектора q в направлении электрического 
вектора собственного колебания r. 

Из (95) могут быть непосредственно выведены все результаты, 
которые выше были получены путем применения законов сохране­
ния, так как постоянство Н следует, вообще, из уравнений кван­
товой механики. Из (9:1) вытекает далее, что для испускания или 
поглощения светового кванта hvr важен тот матричный эле-

мент qr, который относится к соответствующему переходу атома. 

Вплоть до 1\шожителей, которые здесь не будут вычисляться, ве­
роятность перехода непосредственно дается квадратом этого матрич­

ного элемента. Если про"звести вычисление для случая возмущения 

(члены взаимодействия рассматриваются как небольшое возмущение), 
то в первом приближении получаются только процессы испускания 
и поглощения, а во втором также и дисперсии. Мы опускаем здесь 
вьнисления. 1) 

Недостаток формулиров;'и (95) rа:.~ильтоновой функции длsт 
излучения заключаегся в том, что юна как будто не содержит ука­
заний относительно свойсгв интерференции и когерентности излу­

чения. Но это верно только тогда, когда в (94) вводится, как это 
было сделано выше, средння амплитуда. Если же оставить действи­

тельные амrшитуды, которые следуют из разложения Фi по системе 
оргогональных функций, то последние, будучи составлены из реше­
ний максвеллевских уравнений, гарантируют нам, что интерферен­

ция и свойства когерентности излучения соответсшуют макG.Веллев­

ским уравнениям. Например, множителями у величии аг см. М 
(246) появляютсн решения максвею1евских уравнений; эти множи­
тели исчезают в области где находится атом, если максвею1евскне 
вектор-потенциалы исчезают там, скажем, вследствие йнтерферен-

1) )Jирак (выше приведеа. статья) вместо rамилыоновой функции (88) 
употребляет прежнюю шрединrеровскую форму. Однако, при примене­
нии (88) все вычисления упрощаются, так как в энергии взаимодействия 
ныпадают члены 1шадратичные относительно Ф i; резулыаты при этом те же, 
что и у Дирака. 

* 



ции. Поглощение света не имеет места также в тех областях, 'В 
которых по классической теории интерференции поглощение 
было бы невозможно. Из этих рассуждений непосредственно сле­
дует, что классическая волновая теория достаточна ддя обсуждения 
всех вопросов когерентности и интерференции. 

5. ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ И ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ. 

Для нас всегда является большой трудностью наглядно предста­
вить, что квантовая теория света ·не противоречит требованиям 

максвеллевских уравнений. Потому раньше еще, до понимания кван­
товой теории, нытались построить решения уравнений Максвелля 
в виnе игольчатого излучения. Такие решения имеют смысл также 
и в квантовой теории, так как если какой· либо опыт дает воз­
можность сделать заключение о направлении, в котором испускается 

сЕетовой квант, то этот опыт автоматически строит решение макс­

веллевских уравнений названного типа (ер. редукция волновых 

пакетов в § П, 2 с). 
Как пример мы рассмотрим связанный с испусканием светового 

кванта отброс. 21 Атом должен перейти при испусканци светового 
кванта из состояния 2 в состояние 1, при этом его общий импульс 
испытывает соответствующее изменение. Так как в данный момент 
мы интересуемся только свойствами когерентности излучения, то мы 

воспользуемся упомянутым в 4 Ь методом принципа соответствия, 
который применяет для излучения классическую теорию. Как источ­
ник излучения служит распре:.еление зарядов, соответствующее вы­
ражениям М (205) классической волновой теории материи. Атом 
представляется посредством электрона [масса !J-, заряд- е, коорди­
наты t е(Е, "t), С)], вращающегося вокруг ядра [масса М, заряде, коор­
динаты tk(x, у, z)]. Шредингеровская функция для стационарного 
состояния п, в котором атом как целое имеет трансляционный 

импульс-~ (Рх, Ру, Pz), имеет вид: 
2"1 21'1 
11\J!ts - 11Еп,Р t 
е · 1'п (te-tk) · е (96) 

11re +мrk 
где ts = 11 + М представляет координаты центра тяжести. 

ЕсJш образоватъ относящийся к пегеходу ~ .- ~, матричный 
элемент l'!лотности вероятности, то мы получаем: 

211i ('» IY!/) 211i 
h '1-'-.., rs * -11(Еп,Р-Ет,Р•)t 

е • '\->п(rе - tk)~m (re - tk) е (97) 

У средняя это выражение соответственно по координатам ядра и 
электрона и складывая, мы получаем плотность заряда, которая, бу-
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дучи принята аа виртуальный источник излучения, и дает нам све.;­

дения относительно когерентности испускаемых лучей. 

Для обеих частей получается (множитель е при общем заряде 
выпущен, t = re - tk есть переменная интеграции; соответствую­

щий элемент объема dv) : 

21ti (\13 -- ~')re r 21t1 _!}!- t(~ - ~') - 21tl(E-E9t 

Ре= е h • е h 1'-тМ tп(r}Jiт*(r)dv · е h (98) 

2itl (~ -- jjЗ')rkf ~~ ~ r(\13- \Р') __ '2:_тr!_(E--E')t 
'Pk= е h е h µ+М jп(r)ljiт*(r)dve h , 

т. е. общая плотность заряда будет: 

'!!":! [(jp -\!S')r - (Е -E')t) 
п . 

р = const·e (99) 

где значение постоянной неинтересно для последующих рассужде· 

ний. Совершенно аналогично построенные выражения получаются и 
для плотностей тока. Испущенное этим распределением эарядон 
излучение опредеJJится через запаздывающие потенциалы: 

(100) 

соответственные выражения имеют место и для Ф1• R обозначает 
расстояние между переменной точкой Р1, по которой интегрируется 
и точкой Р (смешение с абсолюшым значением общего импульса Р, 
конечно, не представляет опасности), в которой должно быть вычи­
слено излучение. 

Таким образом, находим: 

Ф,(Р) ~ c.н.st f dv,,, 

(и соответственно д.11я Фi). 
Если принять теперь, что положение атома каким-нибудь опы­

том определено с известной точносrью (тогда импульс ~ может 
быть известен только соответственно неточно), то это озна•~ает, 
что распределение заряда плотности р имеется только в конечной 

области пространства, положим Лv. Если при этом излуч~ние псtле· 
дуется на дащ:ких расстощщях от Л'v, то Rppi можеr быть разложено в 



ряд. Если, например, начало координат лежит в Л11, то прибли· 
жен но можно ПОJJОЖИ rь: 

Тогда из (101) имеем: 

2пi (Е----Е') 
Ф0(Р) = coпst· е 11 

Здесь пОJюжено Е - Е' = hv. 

(102) 

Потенциалы заметно отличны от нуля только там, где множи­

тель при rp' в показателе меньше, чем обратные 1шнейные размеры 

(Л/)--1 объема Лv; во всех других местах излучение изчезае1 вслед· 
ствие интерференции и мы получаем: 

(104) 

Таким образом, атом испытывает 01брос 
с 

(с TO'J· величины ----

ностью до естестненноt\ неопределенности :l). Если направление 
отброса эксперимента11ьно установлено (поскольку это позволяют 
соотношения неопределенности), то излучение ведет себя в отно· 
шении свойств 1<0герентности как игольчатое излучение, потен­

циалы которого представлены формулой (103). Но это игольчатое 
излучение есп, только возможный частный случай, который экспе­

риментально осуществим тогда, !(Огда q5 и ЧS' известны достаточно 
точно, а координаты центра тяжести --- неточно. Другой частный 

случай имеет место тогда, когда эксперименiалыю место центра 

h с 
тяжести атома устанавливается точнее, чем w=~'! = v =)., т. с. 

точнее, чем длина волны испускаемого света. Уравнение (103) даеr 
тогда правильную шаровую волну, а об отбросе ничего нельан 

h 
сказать, так как неопределенность отброса дt больше чем его 

hv 
вероятное значение --. 

с 

На этом примере весьма ясно видно, как в квантовой теории 
и световые волны также теряют первоначальную рсал1,ность, кото-
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рую они имели в классической теории, поскольку соответствующее 

с.томному излучению решение максвеллевских уравнений зависит 

от нашего знания координат центра тяжести атома. 

6. ЭФФЕКТ КОМПТОНА И ОПЫТ IЮМПТОНА-СИМОНА. з 

Совершенно аналогичные соотношения мы находим и в теории 

эффекта Комптона, и, хотя вычисления вполне сходны с выкладками 

предыдущего параграфа, мы все же приведем снова важнейшие 
результаты. Интереснее при этом исходить из рассмотрения не сво­

бодных, а связанных электронов, потому что тогда (если принять 
положение атомного ядра заданным) уже наперед имеется некоторое 
знание относительно положения рассеивающего электрона. Законы 
сохранения дают: 

!1'l+E=h'l'+E' 

!1'1 h'/1 

--·е ::::t::~Л f1 =- е' ++1'· 
с с 

(105) 

Здесь буквы без штрихов относятся к переменным до столкно­

вения, со штрихами-после столкновения; \) обозначает импульс тран­
сляционного движения электронов, е и, соответственно, е' - еди­
ничные вектора в направлении движения светового кванта, ......_.л+1 обо­
значает область изменения импульса электрона в атоме. Если Л+1 

h'I 
мало в сравнении с f1 и -, то (105) дает соответственно точные 

с 

сведения о связи направлений е' и µ'; если µ1 будет, например, 
измерено в ви.т1ьсоновской камере, то ожидаемое излучение имее1 

все свсйства игольчатого излучения, так как установлено напра­

в.1е11ие, в котором будет испущен световой квант. Если +i' ~ Лj), 
то собственную функцию трансляционного движения можно при. 

ближенно рассматривать как плоскую волну (t вектор коорд1ша1 
элеюрона): 

Пусть собственная функция исходного состошшя Е, принятого 
_2":_tEt 

за нормалн1Jе, будет 'fE(t:)e 1' , где~ согласно (37) отлично от нуля 
n области, линеf1ный размер которой Лl[ MIJ.fl! '~ h]. Падающая 
волна с частотой '1 возмущает эти волноJЗые функции, причем 
функuия возмущения представляет собой периоди'1ескую функцию 

. с 
пространственных координат ДJIЮ!Ы волны А::::: v' так что в КОН(Ч• 
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ном счете, как возмущение распределения заряда, появляется выра­

жение вида: 

2"; . (re ) 2iti ) 1 - 71 Et 2itz т:-vt -h·[jJ'r-E't 
pconst·/(t)e ·е ·е = (lОб) 

~.':![(~ e-jJ') r-(E--Ё"+hv)t] 
= const-j(t)e h · с , 

где снова f\t) отлично от нуля в области линейного размера..._, д!. 
Если опять образовать, как в (103), запаздывающие потенциалы на 
далеком расстоянии от атома, то получим (обозначения те же, что 

и в (103); ~= = е'): 
2rti ( R) 

Ф0 (Р) = const · е с 
- h (Е - Е' + /iv) t - - • ] 

2o;i(h•1" ИI hv' 1) (107) 
• _!!_f(tp1) е h с с Р; Jdv . -~ -,-r --е r , 

RPP'. 
область атома 

при этом положено hv' = Е- Е' + !iv. 
Множитель в (107), зависящий от времени, показывает, что 

часто·rа рассеянного издучения есть v' и соответствует уравнению 
(105). Далее, вследствие интерференции интеграл в правой части (107) 
исчезает, если множитеJ1ь при tp' значительно больше, чем обрат­
ное значение линейного размера атома, Отсюда следует, в силу 

того, что лtlд1JI ""' h: 

fl'J k;' 
-- е = - е' + µ' + ,__,1лv1 
с с 

(108) 

в согласии со вторым уравнением (105). Таким образом, рассеянное 
излучение ведет себя в отношении когерентности, как иголь­
чатое излучение. Впрочем, направление светового кванта не 

предписано вполне точно, что можно рассматривать, как следствие 

неопределенности импульса в исходном стаuионарном состоянии. 

Эта неопределенность и~шульса может быть уменьшена, если опыт 

11роизводить на слабо связанных электронах. При этом, конечно, 

соответственно увеличивается поперечное сечение атома. Если про­

извести рассуждение для возбужденного атома, то вместо Л~Л~[ ,.__, h 
появляется соотношение (37) дl/Лtll-- nh и при оценке запаздыва­
ющих погенциаJюв нужно принять во внимание число узловых по­

верхностей в Ht); так как в этом случае возникают только не 
имеющие значеыия усложнения, то мы ограничились рассмотрением 

нормаJiьноrо состояния. 

Если мы хотим объяснить опыт Гейrера~Боте 22 об одновремен­

ttости появления электронов 1,)Тброс~J и рассещтоrо светового 
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кванта, то нужно, если при этом ограничиваются изложенным здесь 

методом принципа соответствия, ввести плотности зарядов, излуча­

ющих только в некоторый определенный интервал времени. Исход­
ное состояние электрона можно представить, скажем, как покоя­

щийся, конечное состояние, как движущийся волновой пакет. 

Тогда плотность заряда, получающаяся из произведения обоих паке­
тов, может быть отлична от нуля только очень кuроткое время. 
Возникающее излучение состоит поэтому из ограниченного потока 
волн, распространяющегося со скоростью света. Более· последова­
тельное, хотя во всех существенных чергах и эквивалентное объяс­
нение опыта Гейгера-Боте можно получить из квантовой теории 
излучения. В последней справедливы, впрочем, как было показано 
раньше, законы сохранения, примененные к све1'овым квантам и 

электронам, так что безо всяких сомнений можно употреблять 
обыкновенную корпускулярную теорию вышеназванных опытов. 

7. ЯВЛЕНИЕ ФЛЮНТУАКЦИЙ ИЗЛУЧЕНИЯ. 

Доказательство того, что большие средние значения квадратов 
флюктуаций, получающиеся из корпускулярной теории, действи­
тельно заключаются в математической схеме квантовой теории, 

будет проведено во второй части лекций (М § 5). Но особенно 
поучительно проследить отношения между различными физическими 
картинами, с которыми оперирует квантовая теория, на флюкrуациях 

некоторого поля излучения. Пусть нам дан сосуд объ~ма V с излу­
чением, находящимся в температурном равновесии. Тогда средняя 

энергия Е небольшой части объема д V в интервале частот между v 
и v+ дv по планковской формуле будет: 

Е= 8тr.v2дvhv (109) 

св(е :; -1) 
(k- больцманновская постоянная, Т- температура). Для среднего 

квадрата флюктуаций дjf'J энергии Е согласно общим законам. тер­
модинамики имеет место: 

дЕ2=kТ2 dE 
dT' 

т. е. в данном случае, как показал Эйнштейн: 2з 

Квантовая теория. Волвы - частицы ..-----
дE2=hv·E+ 

т 
классичес,ая 

теорв11 vастяц 

_,._ ____ _ 
,з --­

----=-..,---~- в2 
8тr.v2дvд V 

't 
классическая 

'lеорва вол11 

(110) 
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Это значение среднего квапрата флюктуации поJiучается и.а 
классической теории только частично. Корпускулярное представле· 
ние дает сначала: 

(111) 

где п обозначает среднее, число световых квантов в объеме д V с 
частотой между 'V и v + дv; отсюда, согласно законам теории веро­
ятности, следует; 

дп2 = n; т. е. 
дЕ2= (h'1)2 ·n = h,1[~~ (112) 

Таким образом, классическая теория корпускулярной картины 
дает тол~.ко первую часть формулы (110). Напротив, классическая 
волновая теория излучения приводит то~то ко второй части (110). 
Относящиеся сюда вычисления будут даны ниже в связи с кван-. 
товой теорией. Для вывода (110), как видно, необходима квантовая 
теория, причем, конечно, безразл :чно, исходить JIИ из волнового 
или корпускулярного представления. Если д~я рассмотрения про­

блемы используют конфигурационное пространство частиц для 
световых квантов, что, правда, не было последовательно 1) про­
ведено до сих пор, 2в то нужно принять во внимание, что вся 

система термов этой проб.ТJемы может , быть разделена на не­
комбииирующие частные системы, из которых одна определенная 
может бы~ь выбрана как решение (М § 7). В силу -перестановоч­
ных соотнощений М (260), получающихся через соответствующие 
соотношения неопределенности, пужно вы5рать такую систему тер­

мов, собсrвенные функции которой симметричны в координатах 
световых квантов. Этот выбор приводит к статистике Бозе для све­
товых квантоэ и, кш< покqзал Бозе, к уравнениям (109) и (11 О). 

Если исходить из волнового представления, то мы от амплитуд 

собственных колебаний, как и в М (246), придем к чисJJу свето­
вых квантов, связанных с соответствующими колебаниями и, вместе 
с тем, к той же математической схеме. 24 Чтобы не слишком услож­
нять вычисления, рассмотрим вместо излучения в сосуде колеблю­

щуюся струну длиною l. Пусть ср(х, t) ее боковое ошлонение, а с­
скорость распространения звука в струне. Функция Лагранжа для 
этого случая будет: 

L = ~ [_!_(?__?,)2 _ (дср)2] 
2 с2 дt дх 

( 113) 

1) Прим ред. Недавно Ландау и Пайерлс (см. литераrурп. указатель 23) 
построили теорию фотонов в конфигурационном пространстве. Их схема 
эквивалентна теорни квантовой электродинамики Ге!!эенберга-Ilаули и со­
держит те же трудности. 
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,., с. 

(114) 

• l 

- 1 f'{ Н =с= 2. c2i '" ( д'.О\2l 1 (fl (д'!1)2 (дrр)2} 
· - -'-- 1 J dx = - 1 -; --~ + -- dx ( 115) 
\дх; 2 0 . с" дt, дt · 

о 

Далее справедлины перестановочные соотношения 

П(х)<р(х') - <р(х') П(х) = ~(х-· х') Z~i. (116) 

При подстановке 

fJ п~рехолит в 

н 1 

Да,11ее можно IЮJIОЖИ1Ь 

1 . 
Pk == c:J r1k, 

~ Jz 
Pkq1 - q1p" = Okz-2----. 

11 (ер. М 246): 

Собственные ча.:тоты струны будут 

с 
'ik==k. ···-

2l 
Из, (117) имеем т3ким образом: 

Т:l 

(117) 

(118) 

( 119) 

(120) 

(121) 

'lб 



Однако, для энергии в небольшом отрезке струны (о, а) получаем: 

1 ( 122) 

J 

Если из этой суммы специально выбрать ЧJJены j = k, то, при 
непременном предположении, что входящие в рассмотрение длины 

а -- -
волн все меньше а, получим значение -,- Н = Е. 

t 

Таким образом, флюктуация дЕ = Е - Е получается, если из 
(122) вычеркнуть члены j = k. 

где 

Интегрирование дает: 

Кik - С~: (v; ~-~,)j~ -- С ~~Vj +~) -~- l 
- (vi-vk) (vг~-vk) 

K'jk =с ~~-_(vг-_:~k) = +с~~ (vг~ vч) ; · 1 
(vJ-'ik) (vJ+vk) 

Поэтому дJIЯ среднего квадрата флюктуации получаем: 

Лf:2 = 2~2 -~ { :4 qJ2q.k21<2Jk+pk2 (~у q}2qk2K']k + 
j,k = 1 
~" 

+ (-т )2 с12 Jk (qJQJQkrf~ + QЛJQkQk)KJkK1Jk} • 

(123) 

(124) 

( 125) 

Сумму по j и k целесообразно затем заменить через интеграл 

по частотам vf и Yk при предположении, что струна l очень длинна, 
так что ее собственные колебания лежат плотно друг к другу. На­
конец, примем еще, что а велико и используем соотношение 

+v, 
1 J sin2 va lim - --2-f(v)d'I = 7t/(O) ДJIЯ '111 '12 >о; 
а v 

/J,-7().,_) 

(126) 

,, 
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тогда двойной интеrрал переходит в простой и мы находим: 

R силу nерестановочных соотношений ( 118) имеем: 

и далее 

--- --- h 
Qvq,, = -- {j,,q, = с2 • -. 

411:1 

Е = ~ f dv { ~2 qJ \- c~;v у qv 2 } = 

(127) 

(128) 

==-~ J dv·z.,hv( N,+ ~-). (129) 

Здесь z,d'i обозначает число собственных колебаний в интервале 
21 

частот dv, т. е. в этом случае z, = --. 
с 

Если распространить интегралы по интервалу частот Лv, то по­
JJучим, спедовательно 

Е:;= ~ .z,.Лv·hv ( Nv ++). (130) 

--, а 1 Ее 1 l ( ·- )2 ( )2] 
ЛР =-с- Лv 2 аЛv --- -~г hv . (131) 

Затем делят Е на среднюю тешювую энергию Е* и на энергию 
при абсолютном нуле 

и находят 

- -- а hv - а 
Е= Е* +-l z,,лv2 -...: Е*+ --;;-,Лv·hv (132) 

--- ,- а t."*c _ Е*с [·(- )2 --- ·1 
~\Е2 ="" -2с дv - -a"Ev + 2 аЛ~ ./zv ·с:-~ 

[J*2 -
= -----·-- -- +- J1v · Е"'. 

а 
лv.z,-г 

(133) 

Это значение точно соответствует формуле (110). Уравнение 
класси•1еской волновой теории получается, если в (133) перейти 
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к пределу h-+ О. kлассическая теория, таким образом, приводит 
только к первому члену уравнения ( 133). Квантовая же теория, 
которую по желанию можно интерпретировать и как корпускуляр­

ную и как волновую теорию, приводит к полной формуле для 

флюктуаций. 

8. РЕЛЯТИВИСТСКАЯ ФОРМУЛИРОВКА КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ. 

В большинстве проведенных в этой книге обсуждений требова­
dИЯ теории относительности были оставлены без внимания. Выве­
денные результаты поэтому справедливы вообще только для тех 

опытов, в которых скорость света может быть рассматриваема прак­
тически бесконечной. Границы справедливости допущенных до сих 
пор формулирово1< можно, пожалуй, принять несколько более ши­

рокйми в теории излучения, но вообще в настоящее время постош1-
ная с отмечает пограничную линию меж11у неисследованной и иссле­

дованной областями в квантовой теории. В вопросах .о принци­
пиальных основах мы ограничились поэтому вполне досrоверными 
данными теории. Ниже мы обсудим вкратце попытки релятивист­
ской формулировки теории и связанные с ней затруднения. Дирак 

установил релятивистски инвариантное волновое уравнение для за­

дачи одного электрона (ер. V, 4 Ь ), которое удовлетворяет тре­
бованиям как квантовой теории, так и теории относительности. 

Существенные трудности для такого уравнения лежат однако в на -
личии соотношения 

E:=tL2c2+p 2+0 2 '-р 2 
с2 • х , У 1 z {134) 

для свободного движенин электрона, corJJacнo которому для данных 
импульсов всегда возможны два значения энергии, отJJичающиеся 

друг от друга только знаком. Это обстоятельство приводит к тому, 
что в каждой атомной задаче на ряду с обычными значениями 
энергии существует бесконечно много отрицателы1т,1х собственных 
значений, не соответствующих д~йствителыюсти. Вероятности 
перехода из состояний с положительной в состояния с отрицатель­

ной энергией также никоим образом не могут быть рассыатриваемы 
как малые, так что, собственно говоря, весьма удивительно, что 
для положительных энергий, по !{райней мере в одно-электронной 

задаче, можно получить значения, соответствующие действитель­

ности. В особенности разительно выражается, как отметил Клейн, 
названная трудность в том, что согласно какому-либо волновому 
уравнению, . которое использует непосредственно выражение ( 134 ), 
электро111>1 могут беспрепятственно проходить через потенциальные 
пороги высотою 2[Lc2• Если рассматривать, например, только 
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движение в направлении оси х (Ру= Pz =О) и произвести вычи­
сления II, 2d со1'лас110 с (134), то получается: 

т. е. 

Е2 ____ = ,.2с2 -1- р~2 
с2 г ' ~ 

(E--:::::::_v)_: = ti~c2 + р 2 
са , х ' 

(E-V) 2 -E2 
р' х2 = р х 2 -1- ______ 2 ________ -- • 

' с 

(135) 

Направо от потенциального. порога волновая функция имеет вид: 

2ni 1 71(PxX--Et) 
е (136) 

Для очень малых значений V р'х вещественно, т. е. получаются 
проходящие волны, как и в П, 2 d, Для больших V Р'х мнимо и 
вu;ша испытывает полное отражение на пороге. Попадающая в 
область II (ер, рис. 11) часть волн материи убывает по показа­
тельному закону. Однако, дJш очень больших значений V р'х снова 
становится вещественным, т. е. электроны могут с известной веро­

ятностью беспрепятственно проходить через очень высокие потен­
цт~альные пороги. Более точное вычисление показывает, что эта 
вероятность не равна нулю. Другая, несколько иная трудность 

возникает в релятивистской квантовой теории в связи с вопросом 

об энергии созданного электроном поля. Дпя точечного эJJектрона 
электромагнитная энергия этого поля будет, как известно 'уже из 
классической теории, бесконечно большой. Поэтому классическая 
теория, чтобы избежать этой трудности, принуждена ввести неко· 
торую универсальную длину, име;шо диаметр эпектрона. Замеча­

те11ьно, что в нерелятивистской квактовой теории, согласно Йор­
дану и Клейну, эs возможно через соответственный выбор порядка 
непереместимых множителей в rамильтоновой функции совершенно 
избежать появления этой бесконечной собственной энергии элек­
трона. В решпнвистской теории поля до сих пор еше не найдено 

подобного выхода. 

Часто высказывается надежп:а, что квантовая теория после раз­

решения тоJ1ько что названных проблем, может быть, снова будет 

в значительной степени сведена к классическим понятиям. Но даже 
поверхностный взrшщ на развитие физики за последние тридцать 

лет показывает нам, что скорее, наоборот, можно ожидать еще 
более широких ограничений классического мира понятий. В доба­
вление к изменениям нашего обыкновенного пространственно-вре-
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менного мира, которые были потребованы теорией относительности 
и для которых характерна постоянная с и к соотношениям неопре­

деленности квантовой теории, символом которых может служить 

планковская постоянная h, появятся еще другие ограничения, стоя­
щие в связи с универсальными постоянными е, 11, М (масса протона). 
Каковы будут эти дальнейшие ограничения, пока еще нельзя пред­
видеть. 

Математический аппарат квантовой теории. 

Для вывода математической схемы квантовой теории (это отно­
сится как к корпускулярному, так и к волновому представлению) 
мы имеем в распоряжении два источника: эмпирические факты и 

принцип соответствия. Боровский принцип соответствия в своей 
наиболее общей формулировке гласит, что между квантовой теорией 
и соответствующей данной примененной картине классической тео­

рией существует качественная аналогия, которая может быть про­

ведена до деталей. Эта аналогия не только дает указания для на­
хождения формальных законов, ее особенное значение заключается 
главным образом в том, что она одновременно дает и физическую 
интерпретацию найденных законов. 

1. НОРПУСНУЛЯРНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ (МАТЕРИЯ). 

Если исходить из корпускулярного представления, 

согласно принципу соответствия, между ю1ассической и 

механиками существует внутреннее родство. Основные 
классической механики заключены в следующей схеме: 

· дН · дН . 
Рk=--т::-; qk=-д ; H(p,q)-W=O 

oqk 'Pk 

то тогда, 

квантовой 

уравнения 

(137) 

(138) 

wk = vkt + ~k; Jk - канонически сопряжено с wk 

(139) 

8 этой схеме Н обозначает гамю1ьтонову функцию канониче­
с1ш сопряженных переменных Pk и qk;. v1, v2 • • • • основные ча­

стоты движении, приннтого за кратнопериодическое; wk-соответ-
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ствующие угловые переменные, Jk- сопряженные переменные дей­

ствия. W есть общая энергия системы, t- время. 
К этой схеме классической механики должен быть найден подоб­

ный ей формализм, позволяющий учесть следующие эмпирические 

факты: между характеристичес1шми частотами излучения атома су­

ществуют соотношения вида: 

(140) 

(комбинационный принцип Ридберга-Ритца). 
Энергия атома может принимать только определенные дискрет­

ные значения W;. Между этими значениями и собстненными ча­
стотами атома существуют соо1ношения 

(141) 

( 0свовной боровский постулат квантовой теории). 
Уравнение ( 141) следует, очевидно, рассматриваrь как аналог ( 139 ). 

Чтобы провести аналогию дальше, q в квантовой теории, соответ­

ственно уравнению ( 138), представляют совокупностью "членов 
ряда Фурье": 

(142) 

Эту квадратную таблицу обозначают как матриuу; так как ч 
должно быть вещественно, то классически следует q~ = q*-",, и по­
этому по квантовой теории Qik = q*ki (* означает "комплексно со­
пряженное"); такие матрицы называются "эрмитовыми". Далее можно 
и р представить как матриuу, а также функции от q и р. 

Умножение двух рядов Фурье в классической механике произ­
водится ПJ схеме:' 

(143) 

По принципу соответствия аналогом этой формулы в квантовой 

111ех:шике будет: 

(pq)u ~-= ~ /111<qk1 
k 

(1'!4) 

(формула для перемножения матриц). Фнзнческ.1 утве,1ждение урав­
нения (144) является особенно нсным благодаря эшшрическоtt 

формуле (140). 
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Для матриц справедливы обычные законы алгебры за исключе­
нием 1<0ммутативного закона умножения : 

Одна1ю, вообще, 

х+у=у+х 
x(y+z)=xy-f-xz 

(x+y)-f-z= х+ (y-f-z) 
x(yz) = (xy)z 

ху фух. 

(145) 

(146) 

Выражения ху - ух образуют, как показал Лира к, 2s с точ-
27ti 

иостью до множитеJiя h' аналоги пуассоновским скобкам класси-
ческой механики в духе принципа соответствия. 

Соответственно эrой анаJiоrии для канонически сопряженных 

переменных Pk и qk принимаются следующие перестановочные соот­
ношения: 

lz " (~ 1 p17qz - q1pk = --. Okf. Ok/ = 
2r.l \ о 

PkPl - PzPk = О 
qkqi-qzq1г =О 

ЛJТЯ 

" 
k=l) 
k l 

(147) 

Далее для Pk и qk должны быть опять справедлнвы канониче­
:кне уравнения 

дН дН 
Pk = -- -дqk; qk = дрk • (148) 

Уравнения (147) и (148) не независимы друг от друга. 
Уравнения ( 14 7), собственно, могут быть приняты только для 

некоторого определенного момента времени t, тогда, согласно (148), 
перестановочные соотношения определены для всего последующего 

времени. Проведение этого вычисления показывает, однако, что 
уравнения (14 7) и (148) не противоречат друг другу. 

Из (147) и (148) могут быть выведены за1<он сохранения энер­
гии и боровсi<ое соотношение для частот. Сначала конструируется 
матрица W, удовлетворяющая уравнению (141) при помощи системы 
ана•~ений W,; при этом еще не принимается, что W; связаны как 
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.~ибо со значениями энергии системы. Матрица W должна быть 
диагональной матрицей, члены 1<0торой удов.1Jетворнют уравнению: 

(149) 

Соответствующий этой матрице аналог по принципу соответствия 
есть, таким образом, величина, не завv.сящая от времени. Тогда 
corJiacнo (141) имеет место: 

(150) 

• 21ti 'tVT 1V! 17 = ---- ( ~v а -- q vv ). !z , -

Далее, для какой-либо фушщин f от р и q согласно (147) 
имеет место: 

!1 дf ii дf pf- fp = ·--,- -'-; ftj - qf '=--0 - --;- _- • 

21t1 д17 . :2>tl dp 
(151) 

Подставляя в (148), имеем: 

1Vq-qW=Hq--qlf; Wp-pП7=lip-pH, (152) 

\fl-H, таким образом, переместимо с р и q и поэтому с каждой 
(рушщией от р и q, значит та~,же и с Н. Отсюда следуеr 

1VH-H\-f! :с_- О; Й =О. (153) 

Д~и1ее, Н,- -- Н не зависит от р и q, з1шчнr 

!f :се= a;r -+ coпst (154) 

и, следовательно, W (с точностью до некоторой произвольной по­
стоянной) тождестnенно с энергией системы. Матрица Н есть диаго­
нальная матрица. 

Этим установлен математический аппарат, относящийся к кор­
пускулярному представлению. 

Для физической интерпретации из всего, пронедеш-юго в духе 
принципа соответствия, вывода этой математичеоюй схеыы полу­

чаЕ"м следующие правила: 

1. Среднее по времени значение некоторой переменной в каком­
нпбудь стационарном состоянии опрсдепнется соответст;'ующим 
этому состоянию диаrонапьным членом матрицы, ~юторая представ­

ляет переменную. 
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2. Если обозначим эпектрический д:;шольный момент атома 
через er, где [r = (х, y,z)] 

Х= ~q7.; у= ~qkY; 7--- ~ 
~ ~ - --.;..1 

(q~, q{, q% прямоугольны!': координаты э,1ектронов), то выражение 

1 2 е2 , 1 ·о 
-- -- -- 1_2т:•1-, )4 • t'·k ;- • 2 
hv;k 3 c:J '' : '· ' ( 155) 

дает вероятность для спонтанного испускания одного светового 

кванта при переходе атома из энергетически более высокого со­

стояния i в состояние k с меньшей энергией. Матричные элементы 
должны, таким образом, стоять в таком же отношении к излучению 
атома, как коэффициенты ряда Фурье классической модеди к ее излу­
чению. Сперва могут возникнуть сомнения в справедливости (155), 
так как ведь и максвеJJлевская теория подлежит еще хвантово-теоре~ 

тическому перетолкованию. В выводе (155), пднако, играют рот, 
(так как здесь идет речь о средних по времени значениях излучае­

мой энергии) только те стороны максвел11'евской теории, которые 
не изменяются квантовой теорией; это будет доказано при 
обсуждении волновой картины. 

2. ТЕОРИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ. 

Если имеют место уравнения 

,,-\ ') 
Р =и Po-
q = s--lqoS, 

то для всякой функции от р и q справеюшво 

! (p,q) = s-1j(poqo)S. 

(156) 

(15'1) 

Если матрицы рассматривать как тензора в многомерном про­
странстве (координаты t1, f2 ••• i'1 •• • ), то уравнение 

р= 5-1PoS 

соответствует унитарному преобразованию координатной системы_, 

причем р0 означает тензор в координатной системе Ко. р тот же 
тензор в системе К. Между координатными системами !(0(t01fv2 •• • ) 

и K(tt, t~ .... ) имеют место соотношения 

8~ 

f0= St или tt0 се::= ~ S;,1,tk. 
k 

(158) 



Примем далее : 

~ С' S* _ :>: ·- { 1 для l = k -""t ~)fk ff - vk/ - о " l =!= k (159) 

Это значит, что s- 1 = S* ( ~ обозначает перестановку внач­
ков). 

Вообще, целесообразнее различные координатные системы от­

личать не посредством новых значков у тензоров, а ввести дJIЯ 

различных систем различные буквы при перечислении координат. 
Мы будем в дальнейшем каждую координатную систему обозначать 

своей буквой, а различные численные значения этой буквы отли­
чать друг от друга штрихами, так что, например, (156) напишется 
в виде: 

(160) 

Оба значка матрицы нреобразования S относятся, конечно 

к разным координатным системам. 

Если перестановочные соотношения справедливы для р и q 
в какой-нибудь координатной системе, то, согласно (157), они 
справедливы 1 акже и во всякой другой координатной системе, так 

как единичная матрица при преобразовании переходит в единичную. 
Примем, что в некоторой координатной системе найдены матрицы 

р и q, удовлетворяющие перестановочным соотношениям; тогда 

гамильтонова функция Н (pq) та1tже может быть представлена как 
матрица в этой координатной системе. Однако, Н, вообще, не будет 
при этом диагональной матрицей, так как р и q, вообще, не будут 
решениями уравнений движения. Решение квантово-механической 
проблемы (148) сводится к задаче преобразования матрицы Н в диаго­
нальную, т. е. нахождения такой матрицы преобразования S, которая 
из данной координатной системы переводит в новую, координатные 

оси которой совпадают с главными осями тензора Н. Уравнениями 
для S будут по (157) С.'Iедующие: 

\.Гаr:' =Наа' = ~ ~ (s·-!'j n1H11.·S1'r.' 
! !' \ ' 

или 

~ fJ <;' "' • ' lf" ,..;;..., li"·i'a -- ,;,;.,,J ·'iп' · fe•1-· (161) 
(l 

(161) представляет систему бесконечного числа однородных линей· 
ных уравнений с бесконечны~! чис.1ом неизвестных Sza· Система 
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ра:1решима только для определенных значений Waa "собственных 
значений" матрицы W'. Эти собственные значения могут быть 
лискретны ил11 непрерывны. До сих пор мы все вре'11я молчаливо 

принимали, что значки у матриц пробегают дискретные значения, и 
брали наши результаты из теории конечных матриц. Это может быть 
математически оправдано только при известных ограничениях. Прежде 

всего, матричные соотношения должны быть распространены на 

случай непрерывно изменяющихся значков. Мы следуе~[ здесь ме­
тодам Дирака. 29 Эти методы весьма ясны, но должны быть приме­
нимы, правда, только с известной математической осторожностью; 

но так как они могут быть строго оправданы вd всех практически 
встречающихся случаях, то относительно их применения здесь не 

возникает сомнения. Прежде всего вместо суммы по некоторому 
значку появляется интеграл по соответствующей области значений 

(Sp)dl =-= Jdl' Sal' Pz't · (162) 

Едrшичная матрица явпяется здесь несобственной. Чтобы пред­
ставить ее, Дирак вводит некоторую функцию S(x), обладающую 
следующими свойствами 

h 

а (х) ="'о для х ф о и /а (х) dx =--= 1, .. 
а 

если значение () лежит в интерва,1е между а и Ь. Единичная мат­
рица для непрерывного значl(а будет тогда 

(1 )111" =а(!'-!"). (162) 

В квантовой теории имеют значение те координатные системы, 

в которых определенные матрицы являются диагональными. Значки 

в координатной системе, в которой матрицы х1, х2 ••• диагональны, 

мы будем в дальнейшем постоянно обозначать через x'i, х~1 •.• 
х2 ', х211 , ••• и т. д.; т. е. мы нумеруем координаты по :обствен­
ным значениям х1 , х2 ••• Сами матрицы х в принадлежащей 
им координатной системе, в случае непрерывно изменяющихся 

значков имеют след\ ющий вид 

(х,) х" (164) 

Матрицы х1 , х2 , • ••• могут быть тогда и только тогда одно­
временно приве~е,~ы к диагональному яиду, есш1 они нереместимы 

ме:ж~у собой. 
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З. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ШРЕДИНГЕРА. зо 

Пространственные координаты электронов q1, q2 .•. q/ 
быть в частности одновременно приведены к диагональному 

(qk)q'q" = q'ko(q'1 -qiи) o(q'2-if2) ... B(q'1- q"1). 

могут 

виду: 

(165) 

В этой координатной системе возможное представление для 
импульсов Pk, удовлетворяющее перестановочным соотношениям, 

будет: 

(о' (х) = д~~)) : 
(Pk)q'q'' = + 2h. ·о' (q'k-q"k) о (qi'- qa") ... ~ (q'k-1 - q"k-1) 

та 

а (q'k+1 -q"k+1) .. о{( 1-q"1). (166) 

Доказательство для одной степени свободы : 

(pq- qp) q'q" = ~ Jdq"' [В' (q' - q"') q"'B (q"' - q")-
2тci 

_ q'o (q' _ q"') а· (qш -qи)] = ~ Jdq'" [B'(q' - q"') 
2тсt 

q"' а (qш - q")+ а (q' -q"') а (q"' - q") -q' В' (q' -q"') 

~ ( "' ")] h ~ ( / ") h (1) u q -q =-:О q -q =·-. • q'q"• 
2iтt 21tt 

(167) 

чч)бЫ некоторую заданную функцию F переменных р и q при· 
вести к диагональному виду, нужно решить, анадогично (161), 
уравнение 

J [F(pq)]q'q" dq" Sq"P' - Sq'Г' F' =О. (168) 

Так как р и q, входящие в F, даны как матрицы вида (165) и 
(167), то интеграция в левой части ( 168) может быть выполнена 
и мы получаем 

F ( 2~i д~' , q') Sq F -Sq'F'· F =О; (169) 

h д 
Pk в F должно быть заменено оператором -2 . -д • 

'lt't qk 
Если, в частности, гамю1ьтонова функция Н для решения 

уравнений движения квантовой механики будет приведена к диаго-
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нальному виду, то (169) переходит тогда в уравнение Шредингер" 
(мы пишем •}'w(q') вместо Sq·н•, q вместо q' и W вместо Н'): 

( 
h д \ 

н ------ lJ) •1 -Ф W= о. 
2т.i дq ' / i w •JIJ 

( 170) 

В специальной координатной системе, которая была исходным 
пунктом теории и в которой Н имеет диагональный вид, матрицы 

мя р и q будут следующие : 

J'd ' !i д 1 
Pw'·w't = 'р ''(i,;·-Q.;;i дq 'tw• 

qu•':-"-~ J dqф·~.qфw"' 
( 171) 

В этих уравнениях испольаовано соотношение s-- 1 = S:~. 
Уравнения (110) и (171) представляют собой наиболее мощные 
математические методы д;1я разработки квантово-теоретических 

проблем. Для физического толкования, однако, эти методы пока 

что не дают нам ничего нового. Потребовалось особое исследование, 
чтобы выяснить физический смысл матриц преобразования S. 

4. ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ. 2• 

Для ввеnения должны быть сначала описаны основные поло­
жения теории возмущений в квантовой механике. Пусть гамильто­

нова функция может быть разложена по некоторому малому пара­
метру ). : 

(172) 

Далее, пусть принадлежащая Н0 задача движения решена; это 
значит, что известны матрицы для р и q и любой функции от р 
и q в такой координатной системе, в которой Н0 = W0 имеет 

диагональный вид. В дальнейшем мы будем употреблять букву Н 
для обозначения матрицы энергии в только что названной системе, 

а букву W--лля матрицы энергии в системе, в которой она яв­

ляется диагональной матрицей. Пусть \\7 = lV0 -~- ). W1 + Л.2 W2 + + . . . и, далее, лля матрицы преобразования, служащей для 
перехода из первой вышеупомянутой системы во вторую, имеет) 
место: 

S =---= S0 (1 -+ ). S1 + ). 25 2 -+ ... ) 
S - 1 = (1 -- 1"51 + l.2 (512 -- S2) + ... ) So -- 1 · 

(173) 
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Из уравнения S - 1 HS = W через сравнение коэффициентов при 
одинаковых степенях А., получаем следующую систему уравнений: 

S0 -l H0 S0 = W0 

s0 - 1 (н0 s1 -S1 H0 +н1)So= W1 (174) 
So -l (Но S2 - S2 Но+ S1 2 H0 + H1S1 - S1 Н1 + H2)S1 = W2 

-------------------------------
So -l fн0 s,-s,н0 +F, (Н0 ••• Н,, S1 ... S,_ 1)] S0 = 1\7, 
К этому еще имеем : 

SS* = 1. (175} 

Если невозмущенная система не вырождена, то из первоrо· 

уравнения (174) и из (175) следует: 

ISol=l. 
Тогда возможно из каждого следующего уравнения, образуя диаго­
нальный элемент, получить соответствующий член для с0бствен­
ного значения : 

(F,)пп= (Wr)n, '(176). 
а из остальных членов искомую матрицу S, 

Srпт =- :~:: ( 1-о,,т ). (177) 

В случае вырождения, однако, из H0S0 -=--= W0S0 еще не еле-­

дует, что ISol =· 1. Если, скажем, Won+ 1 = wоп+2 = ... W0п+г. 
то S0 может содержать все же и матричные элементы, которые 
соответствуют каким-либо переходам между состояниями п + 1 
....... ,п+г. 

Второе ураnнение (17 4) дает в таком случае систему линейных 
уравнениий для определения S0 и W1• Если сначала образовать. 
среднее по времени значение для невозмущенного движения (это· 
значит, что выбирают строки и колонны таким образом, что от­
носящиеся сюда Vnm исчезают), то тогда следует: 

(178)' 

(Н1 - означает среднее по времени ог Н1 по невозмущенному 
движению). Уравнение ( 178) можно рассматривать, как уравнение· 
"вековых возмущений". Относящийся к нему определитель имеет вид: 

Н1п+1,п+1-W1 H1n+1,n+2 .Н1п+1,п+r 
Н1 п + 2, п + 1 Н 111 + 2, п + 2 - W1 · • Н1 п + 2, п + 

(179} 



Дальнейшие вычисления подобны вычислениям для невырожден­

ных систем. 

5. РЕЗОНАНС МЕЖДУ ДВУМЯ АТОМАМИ; 31 ФИЗИЧЕСКОЕ ЗНА­

ЧЕНИЕ МНРИЦ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ. 

Пусть два атома со спектрами собственных значений W ~' W~ 
имеют одну общую собственную частоту, это значит, например, 

что 
1 11 

Vnm = 'iik, 

:или 

w,:-w/ П7i ( l 80) 

В тако;,1 случае между обоими атомами, даже ври оч~нь с,11абой 

связи, может иметь ме,сто обмен энергиями таким образом, что 
зтом I переходит из состояния п в состояние т и при этом от­

дает энергию h'lпmi а атом П ПОСреДСТВОМ перехода ИЗ l'С·ТОГО СО· 
стояния в i-тое получает эту энергию h:Jnm= hv;k (и обратно). Есди 
назвать энергию взаимодействия обоих атомов чеrез нt, и рас­
{;Матривать систему как "невозмущенную", когда оба атома ра:ще­
лены, а взаимодействие приРять за возмущение, то тогда невоз-

1,1ущенная система вырождена: 

(18]) 

Соответствующий взаимодействию определитель векового урав­
нения согласно (179) будет: 

Н1 пk· пk -- iv1 

Н1 т;; 11k 

f ni~, mt 

f-i'mz; mi - lV'1 (182) 

Пусть оба его решения обозначены через W~ и W~, а соот­
ветствующие нормированные решения линейных уравнений (182) 
будут: 

Щ!Я 

ПГ/1 s i•; 
1v 1 : nk, 1 = ank, 1 е ; ( 183) 

!IДЯ 

W I S ", I : 11k, 2 = ank, .2 е ; 

Величины о: 1 и сх 2 -- произвольные фазов1о1е коэффиниенты. 

В частном случае, когда оба атома I и II один а к о вы (r. е. 

т = k и i = п\, Н1пk; kn = Н1kп; пт, (и поэтому вещественно); 
далее Н 1 nk; nk = H 1kn; kn и 

(184) 
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матрица же а равна: 

nk ,qп 

(185) 

2 

Тем самым влияние возмущения вследствие взаимодействия пра­
вильно учтено в первом приближении для собственного значения: 
и в нулевом приближении для собственных функций. 

Чтобы снова от ма­
тематики перейти к фи­

зике, можно, например, за­

дать вопрос об энергии 

атома I, как функции 
времени. Между двумя 

связанными осциллятора­

ми с одинаковой часто­

той имеет место по клас­

сической теории гармо­

нический, периодический 

обмен энергии, частота 

1 
I/ W п r--- --- -- .. -7-.--~ --. --. ---. . .---~с .. -

vl1 --~---····--·~/~-----~­тt 
нiiJ 1, 

г 
1 [--> 
J 

Рнс. 21. 

1.;отор:)rо пропорциональна связывающ&й си11е. Таким образом, 
энергия одного из осцилляторов будет примерно представлена 

рисуг1ком 21. Напротив, в 
квантовой теори:и нужно ожи­

---- --:----.------ --- --,- дать, что энергия атома I имеет 
, : или значение W~ или значе-
' . ' 

---· --' --------J ние w,:,, причем частота пе-

Рис. 22. 

реходов зависит от силы связи 

(рис. 22). Во всяком случае, в 
квантовой теории нельзя ьычи-

саить ход кривой Н' (t), ero 
также никогда нельзя опре­

делить экспериментально. Од-

нако, полученные до сих пор 

правила для физической интерпретации квантовой механики дают 

возможность вычислить среднее по времени от H'(t) или средний 

квадрат флюктуации H'(t), или среднее по времени от какой­
либо функции f(H ') от fi '. 



Jlля состояния I, скажем, следует: 

j(н') = [J(H')]11 =S*nk, ifnk; n.~St1k, 1 + 
+ S*т;, 1fmi, miSmi, 1=iSnk,11 2 • /(W~)+ 1Smi,1 l 2/(W,:,). (186) 

Это уравнение эквивалентно с зависимостью между Н' и t 
7ипа, изображенного на рис. 22, если /Snk, 1 /2 и, соответственно, 
JSm1, 1 i2 рассматривать как вероятности найти всю систему в кон­
фигурации nk или, соответственно, mi. Представляется воз.мож­
ны.м обобщить эту физичесFСую интерпретацию Аtатриц преобра­
зования и расоtатривать 

(187) 

кшс вероятность того, что будет найдено значение а' величины а, 
если известно, что велшшна Ь приняла в систе.ме значение l/. 
\{ этому физическому тоJ1кованию, однако, нужно добавить суще­

ственное услою1е, что рассматриваемый опыт действительно пoзвo­

JJ>Jer определить значения для а. Это усJiовне, кажущееся сначала 
тривиальным, существенно, однако, так как какое-либо приме­
нение толкования ( 187) без учета опытов, ведущих к измере-
1шю а', дает тотчас же повод к логическим противоречиям. 

Если произвести одно за другим сначаJ1а преобразоваю1е от а 
к Ь и затем от Ь к с, то согласно умножению матриц будет иметь 

место 

(188) 

т. е. совершенно независимо от с "амплитуда вероятности" Sa'c' 
всегда может быть представлена как линейная функция от Sa'b'· 
Следовательно, амплитуда вероятности Sa• л11я нахождения Значе· 
ния а' даже в самом общем случае яв.~яется всеrла линейной 

фу~кцией от матриц преобразования Sа·ь·; в частности, можно, на· 
пример, положить 

Sa' = ::Е Sa'1v' C1v'> (189) 
w' 

rде Sa'w' обозначает матрицу преобразования дм1 энергии \l?1, а 
Cw• какую-либо постоянную. 

В то время, как вероятности \Saw·i2 всегда независи::v1ы от вре­
мени, потому что они относятся к стационарному состоянию lf", 
это не является, вообше, необходимым для ISa [2• Зависимость от 
времени Sa' может быть найдена путем следующего рассуждения. 
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Согласно (142) матричный э.1емент fпi имеет зависящий от вpe-
2rci(W -W \t 

мени множитель e2r:iv;k 1 = е h i kl 

Далее, имеет место 

~ ~ * Е , 
}ik = ~Sa'iJa'a"•.'>a"k · (190) 

а'а'' 

Таким образом, мы получим правильную зависимость от времени, 
_2"iW·t 

если введем в Sa'i множитель е .~ ' . Так как до сих пор в Sa'l 
постоянно входил один произвольный фазовый множитель абсо­
лютного значения 1, то в будущем мы будем понимать под Sa'i ма­
трицу преобразования, включающую также зависящий от времени 

множитель. Амппитул:а вероятности самого общего вида Sa' удо­
влетворяет тогда согласно (161) уравнению: 

,.., Н , "5 "-1- !!_. дS3'_ =О 
~ а а а 1 2r.:i дf • 
а 

Если выберем специапьно а=" q, то получим: 

т. е. волновое уравнение Шредишера. 

(191) 

(192• 

Чтобы дать иллюстрацщо (191), мы снова рассмотрим пример 
двух связанных атомов. Пусть при измерении в момент времеш1 

t ~- О атом I находится в состоянии п, а атом П в k. Для 
t =О таким образом iSпk 1

1 = 1 и iSm;i =О. Эти начальные успо· 
вия мы вводим в ураш~ени~ (191) ~ нах;.щим по (183) (a,"k,l и т. д, 
не зависят от времени, al> а2 должны зависеть от времени): 

_ _:_\ 

- Сlт;, i ilnk,2 е f ( 193) 

2ci w· 1 
k l 

j 
е -·!;! 



Для частного случая одинаковых атоыов, принимая во внимание 
( 185), 11меем: 

-- 27-:! w.,t 
11 -

е -е (194) 

(195) 

Эти формулы дают вероятности найти "nk" или "kn" как функ­
uии времени. Так как разности W1 - W2 малы, порядка энергии 
взаимодействия между атомами, то вероятность измениется только 

медленно. Спустя короткое время после первого измерения (т. е. 
для очень малых значений t) весьма вероятно вновь найти конфи­
гурацию nk. Если же между первым и вторым измерением прохо-

1 h 
дю точно время Т = 2. W __ W , то с определенностью будет най-

1 2 
дена конфигурация kn. Все эти рассуждения справедливы только 

тогда, когда за время между двумя измерениями система действи­

тельно остается невозмущенной, т. е. действительно подчиняется 

уравнению (191). Несмотря на то, что это условие опять-таки три­
виально, оно все же здесь особенно подчеркнуто, как имеющее 
рещающее значение для свободного от противоречий построенин. 

теории. 

Только что данное толкование матриц преобразования, как 

функций вероятностей, дает полную схему для применения :матема­

тических методов квантовой механики ко все!\>1 физичес1шм проб.1е­
мам. 

6. КОРПУСКУЛЯРНАЯ КАРТИНА ИЗЛУЧЕНИЯ. 

Согласно эйнштейновской теории световых квантов можно 
представить световое излучение, как действие быстро-летящих частиц. 

Скорость их всегда равна с. Между энергией Е и импульсом р 
световых кnантов существуеr соотношение 

Ес=С•р, (196) 
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Цвет света определяется энергией Е. 
Световые кванты могут возникать и исчезать, следовательно их 

чис1ю, в противоположность предсташ1ениям корпуску,1ярной теории 

материи, переменно. Между отдельными световыми квантами (по­
скольку не принято во внимание тяготение) нет никакого взаимо­
действия, но взаимодействие между световыми квантами и материей 

существенно для явлений поглощения, испускания и дисперсии излу­

чения. Так как это взаимодействие сформулировано в классической 

теории только при применении волнового представления об элек­

тро~1аrнитном излучении, то представляется целесообразным перейти к 

!{Вантовой теории излучения исхощ; из вошювой картины. 

7. КВАНТОВАЯ СТ А ТИСТИКА. 

Мы рассмотрим систему п совершенно одинаковых, друг от 
друга неотличимых частиц (электронов, световых квантов). Ради 
простоты мы предположим, что система обладает только· одним 

дискретным спектром собственных значений, затем отвлечемся по1щ 
от взаимодействия частиц между собой. Задача тогда может быть. 
рассмотрена таким образом, что сначала• определяются состояния и 
соответствующие им собственные функции 'fa(r) отде.'!Ьной частицы 
и затем уже спрашивают о распределении /t частиц по этим состоя­

ниям. Чтобы высказать утверждения о статистическом распределении. 
частиц по различным состояниям, нужно установить сначала апри" 

орные вероятности этих состояний или установить, лучше, каковы. 

могут быть возможные состояния всей системы. 

В кJiассической статистике (больцманновская статистика) можно 
было распределить п частиц по п различным состояниям п ! раз· 
личными способами. Этот факт имеет то сJiедствие, что в кванто­
вой теории каждому распределению п частиц по п различны~~ 

состояниям соответствует п ! раз вырожденный терм всей системы. 
Относящиеся сюда п! линейно-независимых собственных функшн1. 

получим, производя в выражении: 

(197} 

п! перестановок r~x при неизменных rч. 

Вместо функций ( J 97) можно, как изFJестно, для описания 
нашей задачи п тел применить также какую-либо систему п! JJИ· 

нейно·независимых линейных комбинаций ( 197 ). 
!{ подобной системе собственных функций мы придем, напри· 

мер, еслн, согласно § 4, попробуем рассматривать взаимодействие 
между частицами как возмущение. Из всех таким оfiразом пoJJy· 
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чающихся п ! линейных комбинаций приведем здесь две особенно 
!'росто построенные: 

~y"1(r1Ho.2(r2) · ·. Уо.п(rп) (198) 
П'J всем перестановкам 

н определитель 

1 Уа; (rx)\ i, Х = 1,2 .. . п. (199) 

Выражение ( 198) остается неизменным при какой-либо пере­
становке двух частиц и обозначается как с им метр и ч на я соб­

ственная функция системы; выражение ( 199) изменяет при пере­
становке двух частиц только свой знак и называется ан т и с им­

м. е т р и ч н ой собсrвенной функцией. з2 Если мы предположим, 

что Фа нормированы, и потребуем, чтобы и собственные фуцкцин 
1кей системы были также нормированы на 1, то Jiегко ПОl\<1ззть, 

что (198) и, соответственно, (199) нужно умножить нз-. / ... 11-V п. 
Мы поясним с1,азанное на простейшем примере п = 2. Тогда 

состоннию, при котором одна частица находится в состоянии <Х1 , 

а другая в состоянии а.~, принадлежит дважды вырожденный терм 

11 две собственные функции. 

Ys(l ,2) =.с };2 { ф"1 {r1)У",(г2 ) + у",(г2)У",(г1)} 
1 

у"( 1,2) = 2 { у"1(г1)у""(г2) - 'fа.1 (1·2}1'"/г1)} . 

Сначала можно 11егко показать, <по термы с симметричными 

и термы с антисимметричными собственными функциями не ком­
бинируют между собой. Именно, вероятность для таких переходен 
дается всегда матричным элементом вида: 

(200) 

причем f (1,2) есть функция, которая не должна измениться при 
перестановке обеих частиц, так как последние не должны разли­
чаться между собой. Ес1ш мы переставляем в (200) оба электрона, 
то, очевидно, значение интеграла не должно измениться, так как 

в нем будут изменены только обозначения переменных интеrриро­
'Вания; с другой стороны, при этом изменяется знак у tJ;~( 1,2), в то 
,время как все другие веJiичины под знаком интеграла остаютсн 

~-1еиаменными. Таким образом (200) должно исчезнуть. 
Подробное математическое исследование на основании теории 
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представлений за показывает, что наш частный результат может 

быть обобщен следующим путем. 
Термы системы, состоящей из п частиц, можно всегда разло-· 

жить на отдельные системы, таким образом, что только термы каж­
дой отдельной системы. комбинируют между собою. В частности, 
получаются всегда две такие системы термов, собственные функции 
которых при перестановке каких-либо двух частиц ведут себя сии· 
метрично или антисимметрично. 

Этот результат сохраняет силу при любом взаимодействии ча­
стиц, его вывод предполагает только, что это взаимодействие есть 

симметричная функция от координат электронов. 

Факт невозможности комбинаций двух разли;;ных систем термов 
между собою дает возможность того, что одна отдельная система 
термов сама по себе может быть физически реализована. 

Рассмотрим, например, отдельно симметричную систему тер­
мов. Каждому опредеJiенному распределению частиц по отдельным 
состояниям одной частицы - если мы снова пренебрегаем взаимо­
действием - соответствует в этой системе термов только одна 
единственная собственная функция. Представленные в симметрИ'I­
ной системе термов возможности соответствуют состояниям, разли·· 

чимым в Бозе-эйнштейновской зз статистике. 
В системе термов, относящейся к антисимметричным собствен­

ным функциям, последние исчезают всегда, когда две частицы на­

ходятся в одном и том же состоянии. Это есть квантовомеханиче­
ское выражение запрета Паули 34 - для эквивалентных орбит элек­
тронов н протонов. Отбор термов в антисимметричной системе 
соответствует статистике Ферми-Дирака. 35 

Квантовая статистика выбирает поэтому из возможного мно­
жества термов некоторую систему термов с симметричными или 

антисимметричными собственными фушщиями, как единственно 

осуществленную, и предписывает каждому терму так выбранной 

системы одинаковую априорную вероятность. Первый случай соот­

ветствует статистике Бозе-Эйнштейна, справедливой для световых 
квантов, последний- статистике Паули-Ферми-Дирака. Особенно 
следует подчеркнуть, что такая формулировка остается справедли­
вой при любом вsаимодействии частиц. 

При применении принципа Паули к электронам или протонам 
нужно обратить внимание на то, что в tУи (rx) величина rz помимо 
трех пространственных координат Х-той частицы представляет ТаI{ЖС 
и четвертую переменную, описывающую спин и могущую принимать 

1 1 
то.~1ько sначения +2 или - 2· 

О формулировке квантовой статистики в квантовой механике 
волновой картины речь будет итти ниже. 

'l В fe:itson6epr. 



8. ВОЛНОВОЕ ПРIЩСТАВЛЕНИЕ МАТЕРИИ И ИЗЛУЧЕНИЯ; Ю1АС­
СИ1ШСНАЯ ТЕОРИЯ. 

В этом параграфе будет итти речь о световых полнах и тех 

волнах материи, которые могут быть приписаны отрицатеJiьным 

электронам. Волны, приписываемые протонам, могут быть рассмо­

трены затем подобным же образом. Далее, мы не будем прvшимать 
IJO внимание теорию относительности и построим, т. о. но примеру 

Шредингера, нерелятивистскую волновую теорию. В этой теории 
будем тогда последовательно принимать во внимание в первом при­

ближении только электростатичешие действия, пренебрегая магнит­

ными эффектами и запаздыванием. 

Волновое уравнение для электронных волн получасrся нанболее 
престо из шредингеровскоrо дифференuиальноrо уравнения ( 192) 
в конфиrуранионном пространстве. Именно, длн случая одного един­
ственного электрона это уравнение (192) переходит в трехмерное 
волноное уравнение. Кажется целесообразным поэтому -- сперва 
в виде пробы - рассм;привать его, каI< классическое, т. е. простран­

ственно-временное волновое уравнение материи. Дтш IJдного элек­

трона в корпуснулярном представлении энергия состоит из юшети~ 

ческой: 

и потенциальной: 

где V электростатический потенuиал. В этой нерелятивистской тео­
рии посJiедовательно пренебµегаем магнитными сиш~ми и их потен­
циа.11ами. Таким образом, искомое волновое уравнение согласно (169) 
будет: 

h2 -+- ---
8тс2µ. 

lz cl,i, 
е Т/'1,· -- - -- ' ' ·--· О 

2ттi дt --- ' 

и комнлексно сопряженное к нему: 

h2 ,. 1 ,, li д·~* 
----М · + е V•{· +- --- -- - = О 
8тс2µ. ' ' 2т:i дt 

(µ.:=покоящаяся масса электрона, -- е его зарпд). 

(201а) 

Схема, характеризуемая этими уравнениями, при существенном 

и:зменении принятоtt .до сих пор физической интерпретации может 



быть рассматриваема как "классическая" волновая теорнs1. Этой 
схеме может быть сопоставлена (так как она содержит то11ько функ­
нии от х, у, z и i), как и максвеллевским уравнениям, наглядная 
нространственно-временная картина. Об электронах тогда в этой 

теории нет больше речи, е и µ. суп, только универсальные nостоян­

пые волнового. уравнения. Несмотря на то, что уравнения (201 а 
и Ь) получены из теории одноэлектронной проблемы в корпуску­
лярном представлении, они никоим образом в дальнейшем не должны 

иметь место скажем "для одного . электрона", это было бы ведь 
лишено смысла в волновом представлении, но должны явиться уни­

версальными для "волн отрицательного заряда". Отсюда непосред­
ственно следует, что в этой теории (в противоположность кванто­
ной теории проблемы одного электрона) потенциал V не предста­
вляет собой только потенциал внешних сил, но включает также 

тепер1, и часть, зависящую от самих волн материи, т. е. обратное 
действие волн отрицательного заряда на самих себя. Эта теория, 
конечно, так же мало, как и максвеллевская, будет согласована с 

экспериментами в предеJ1ах атома, но она имеет без сомнения боль­
шое эврисгическое значение, как аналог в духе принципа соответ­

ствия квантоной теории волн. 

Рассмотрим сначала частный случай малых волновых амплитуд, 

т. е. очень незначительной плотности материи и отсутствия внеш­

них сил. В этом случае \/ исчезает в достаточном нриближении и 
уравение (201) гласит: 

h2 h д•.!J 
--· Л·~ - ·-- --·'· = О 
8n2fi' 2ni дt · 

Его решением будут какие-либо плоские волны вида: 

2ттi , 
т(РхХ + РуУ + PzZ--E 1) 

·~ сс=е J ' 

если между Е и Рх, ру, р, имеет место соотношение: 

т:: 1 ( 2 1 2 .L ') 1 -9 
1.-= ·-- Рх -;-- Pv -1 · Pz' =с= -р-

2[!, - 2[!-

Рх /!v Pz 
Направление нормали волны даетсн отношеоиимн 

р' /1 р 
д11шш волны равна: 

_ h Е 

J. = ·-·, а частота v --- . · 
р -- lz' 

фазовая скорость волн равна: 

1~ р 

р 2р. 

(202) 

(203) 
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и на1<0нец, rруттnовая скорость vg, согласно элементарным законам 

оптики, будет 

(204) 

Уравнения (202) и (203) согласно де Бройлю объясняют явле­
ния интерференции и диффракции волн материи очень малой плот­

ности. Особенно зависимость (204) между групповой скоростью и 
длиной волны позволяет движущимся комплексам отрицательного 

заряда сопоставить длины волн без обхода через корпускулярное 
представление. Эта теория де Бройля учитывает поэтому качественно 
простым путем основные опыты Дэвиссона-Джермера, Томсона, 
Руппа и других. Аналогично этому, как известно, уже классическая 

механика дает удовлетворительное объяснение вильсоновским фо­
тографиям, опытам с отклонением и проч. Несмотря на это, подоб· 
ные объяснения атомных явлений посредством классических теорий 

нужно толковать только как указание на сходство в смысле прин­

ципа соответствия между кл.ассической и квантовой теориями; во 

всех количественных вопросах следует прибегать к помощи кван­
товой теории. 

Однако, сначала рассмотрим еще несколько подробнее классиче­
скую волновую картину. Для этой цели мы сделаем следующие 
предположения : 

Плотность заряда р = - е •];*ф 
h 

Плотность тока ~ =, -- е 4:'iti (tj;* grad ф - 'f gradф*) (205) 

k2 
Плотное ть энергии и =--8 2 - • grad ~* grad 'f· 

1' [1 
Оправдание этих предположений может быть найдено только 

позже, в квантовой теории волн. Все же для их пояснения могут 

быть выведены из (201) следующие законы сохранения: 

а) сохранение заряда: 

Ь) сохранение импульса: 

_dcj-_J pd·v =О, 
't. 

~J ~dv = - е J grad Vф*~dv 
с) сохранение энергии: 

!!_f и dv = fe V~ (U,*tL) dv· 
dt дf'I' 

(206) 

dv здесь означает элемент объема; интегралы должны быть рас­
пространены по всему пространству. При этом r~риняго, что в бес-
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конечности волновые функции достаточно быстро исчез1lют, так 
что при интегрировании по частям поверхностные интегралы 

отпадают. Для вывода (206а) нужно умножить уравнение (201а) 
на ljl* а уравнение (201 Ь) на ljl, вычесть одного из другого и про­
интегрировать по всему пространству. Для доказательства 

дф* 
(206 Ь) умножают (201а) на дх, продифференцировав (201Ь} по х, 

умножив на '];, затем одно уравнение опять вычитают из 

другого и интегрируют по всему пространству. Наконец для вы-

д~* дф 
~;ода (206с) умножают (201а) на -дt, (201Ь) на дt' складывают и 

снова интегрируют по всему пространству. 

Помимо волн отрицательного заряда, в пространстве могут 
находиться еще и другие электрические заряды, например, атомные 

ялра, заряженные конденсаторы и т. д. Назовем соотнет.:твующую 
им плотность заряда р0 , тогда э.Тiектрический потенциал V опреде­
лится иа известного электростатического уравнения: 

cliv Q; = 47t(p + р0) или Л V = - 4тr(р + р0) (207) 

Уравнения (201а,Ь) и (207) могут быть вместе выведены иа ва· 
риационного принципа. Мы полагаем: 

h2 '* h;д~ '" д1J;*,) L = ------ grad IJI grad'f - -.1 -- - <J, - - - 'f 
8Тc2fL 47tt \ дt ' дt 

1 + eV'f •}* - р0 V + 8 __ (grad V) 2 

" 

) (208) 

f L dvdt =экстремум 

Вариация ,~* и, соответственно, 'f дает (201 а) и, сопtветственно, 
(201Ь), вариация V дает уравнение (207). 

Общая энергия системы складывается из энергии волн материи 
и энергии электрос·1 атическоrо поля. Таким образом, для плотности 

общей энергии ~ полу•1ается : 

h2 1 
S';.) = -- -- grad •1* uтaci ,и 1- -- (grad V)2. 87t2fL ' <) т 1 87t (209) 

Д.~я всей системы справедлив тогда закон сохра11ения энергии : 

f/_,= { fOdv = const 
1: ~ ' 

(210) 

если р0 не аависит от времени, 



Из (209), (207) 11 (206) следует именно: 

c}:_f-!_ = f dv l"ди _ ___!___ v ~ д v] -
dt дt 4it дt -

= J dv l ~1- V :t ( еф* Ф) J - О. (211) 

Эта замкнутая в себе, подобно классическим теориям простран­
ственно-временная теория поля до сих пор не содержиr в себе 
ни одного •элемента квантовой теории. Это особенно видно из того, 
что общий заряд системы 

J pdv = - е J ф* lj!dv {212) 

может принимать любые значения, а это ведь наверно противоречит 
опыту. (В действительности, общий заряд всегда представляет целое 
кратное от - е.) Также значения энергии системы и собственные 
частоты в этой теории изменяются непрерывно. (В силу нелиней­
ности дифференциального уравнения собственные частоты зависят 
от амплитуд -J;.) Несмотря на это, можно с пользой применять и 
эту классическую теорию поля, точно так же как классическую меха­

нику для модели атома в корпускулярной картине. Совершенно 
так же, как Бору и Зоммерфельду добавлением к классической 
механике квантовых условий вида J Pk dqk = nkh удалось получить 

качественное объяснение атомных спектров, Хартри 37 удалось 
произвести качественное вычисление атомных спектров посредством 

прибавки квантовых условий к только что приt;1еденной теории 

поля. 1) Квантовые условия Хартри гласят: J -Jik* -Jikdv = nk, где 
nk целое число, а индекс /, относится к собственным колебаниям 
волновой системы. Последовательное применение отдельных квантовых 

условий возможно и здесь только тогда, когда пренебрегают перио­
дическими во времени колебаниями V; это стоит в точной аналогии 
с" соответственными трудностями в корпускулярной картине. Харак­
терно, что описанная теория поля, в силу нелинейности дифферен­

циа11ьных уравнений, с математической точки зрения трактуется с 

таким же трудом, как классическая механика; во всяком случае 

много труднее чем квантовая теория поля или кванrовая теория 

корпуску.r~ярной картины. 

О классической теории излучения мне, пожалуй, здесь сказать 
нечего, - это есть хорошо известна~~ теория Максвелла. Она не 
содержит никаких элементов квантовой теории; как указание на это 

1) Как показап Хартри, достаточно хорошее приближение к законам 
квантовой теории получается, правда, только тогда, когда из уравнениil 
исклюqают де1iсц1ие эпектрона на самого себя. 
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можно рас,матривать тот факт, <1то J(lv ((!i;2 -+-Sd3) изменяеп:я не!!ре~ 

рывно. Можно снова попытаться устранить это по;южение посред­

ством квантовых усJюний типа Хартри, тогда энергия сможет изме­

няться только прерывно на ведичину hv, но этим мы еще не придем 
к квантовой теории 1юля. 

9. iШАНТОВАЯ ТЕОРИЯ ВОЛНОВЫХ ПОЛЕЙ. зs 

ВспомогатеJiьные математические средства шш квантовой теории 

полей могут быть получены в полной аныюгии с !{Вантовой меха­
никой, если предварительно классической волновой теории придать 

форму аналогичную гамильтоновской классической механике. Примем, 
что рассматриваемая классическая волновая теория может быть 

выведена из некоторого вариационного принципа. Пусть лагранжева 
функция .этой проблемы содержит волновые функции 

'fa ['fc;i = 'fa (х, У, Z, i); а= 1,2 . . . !], 
их первые производные по пространственным координатам 

~ддj":_ (i = 1, 2, 3) 
Х; . 

11 их неrвые проrвводные по времени 
дф(J. • 
-- -- •v т. е. ДОJlЖНО дt -- ,.~, 

имеrь место: 

(213) 

Известно, что механическая система может быть хара1пери:юв:~на 
посредством привципа Гамильтона: 

f" • 

• J L(qk, qk)df::::::экстремум. 1'1) 

Чтобы получить формальное сходство между (21:1) и (214), мы 
ноJ1агаем: 

Тогда должно иметь место · 

j'•т ('110., ~j::~ , 
• ' о.х, 

\ 
1 1lt ~се:_ экстрсмvм. 
i • 

(216) 

В то время, как f, ( q1г, (jfг} :>:~.висит от всех з•1ачений l]fl и их про-
/ д·' \ 

изRодных по времени, !~ ( - . r"- , ) даете>: значениями ~а и ,~,, 
\ (fl~~~i ! 

во всех точк<'lх нространства. Ч тбы установить аналогию между 



L (tfт., qk) и i (у,, ~t~-, ~.), нужно, таким образом, рассматривать 
точf(у пространства Р как индекс у волновой функции; тогда 
последняя имеет два рода значков, один прерывно изменяющийся 

значок а и другой непрерывно изменяющийся значок Р (или пра­
вильнее три таких значка, именно х, у, z). Далее, по аналогии 
с формулой 

дL(q,qi~=lim. L(q;+o;kЛq, q~)-L(q;q;) 
дс]11 дq-+О ---- Лq 

(217) 

мы определяем: 

Здесь о (Р-- Р') определено подобно дираковской о -функции 
(ер. м § 2) форМу.'!iJМИ: 

а ( Р - Р') = О для Р ::j:: Р' ; 
fo(P-P')dvp= 1 или о, 

(219) 

смотря по тому, содержит ли объем, по которому интегрируют, 
точку Р' или нет. Согласно (215) имеет место 

(220) 

о1 
обоз~-чча~т, таюш образом, вариационную производную от L. 

Из (216) путем вдриации получаются волновые уравнения 

дL д дf, д дL -- - ~ ---- -··- -- -- ---;-- ::::..-:: о. 
д1~" ~ ОХ1 д d·y дt д<j.>а 

дх1 

(221) 

В виду наличия тривиадьноrо соотношения 

aL дL --.-=-.-. 
o<f" а'~"' · 

(222) 

104 



(221) переходит в 

aI _ _!_ а~ =О, 
01fa дt оф" 

(223) 

в полной аналогии с лаrранжевыми уравнениями классической меха­

ники. Мы определяем поэтому канонически сопряженную к вол­
новой функции ф" функцию Па (момент) согласно уравнению 

(224) 

и вводим обычным способом rамильтонову функцию 

Й= J dv ]п"ф"-I, (225) 

или 

Н= ]п"ф"-L; ii= J Hdv. (226) 

Тогда сnраведJ1ивы, как и в класси•1еской механике, соотно· 
шения: 

. oii . sн 
rl, - • п • • - вп. ' " = - а.~" · (227) 

Отсюда выводится закон сохранения энергии: 

dH 
dt = 0• (228) 

Да.1ее, справедливы законы сохранения: 

df~ дфо; . dt ~п. ax;dv=O (i= 1, 2, 3); (229) 

именно из (227) следует : 

d J ,_,,_ д1fа f ~ r д аТ! д•i'а sл J -- dv "+П ---= dи П -- -
dt ~ " дх; " дх; д1 i, Ux; S·~, 

• а ' r ] [ап. sн дф" ан j }" ан , . dv -----,--+----- =-- d11 --==0. (230) 
д,;;,; оп" д.х; а~ дх, 

"' 11 • 

Уравнения (229) выражают сохраш~ни,~ импуJiьса. При выводе 
(228) и (229) предположено, что Н не содержит никаких других 
функций пространственных координат или времени кроме функций 

П11 и t"· 



Переход от классической теории к квантовой 1:овершается 
теперь без дальнейших трудностей по аналогии с М I. Вол­
новые функции рассматриваются 1<aI< некоммутативные (неперемести­
мые) переменные, которые могут быть представлены как матрицы 
(в соответственно выбранной координа1·ной системе в гильбер1ов­
ском пространстве). 

К дифференциальным уравнениям (227) добавляют (ер. фор· 
мулу 147) перестановочные соотношения: 

П" (Р) у~ {Р') - 'fi3 (Р') П" (Р) == о"Р о (Р - Р') ·2~-. 
г: l 

Па (Р) П? (Р')- П~ (Р') Па (Р) =О (231) 
~" (Р) ·!~ (Р') - ~~ (Р') •}а (Р) =О. 

Н этой квантовой теории волновых полей коорд11нат1..1 простран· 
ства времени х, у, z, t суть параметры, т. е. чисJ~а в обыкно­

венном смысJ1е и поэтому онн переместимы со всякой другой 

величиной. 

Снова справедливы, как это без труда полу'~ается при помо11~и 
перестановочных соотношений, законы сохранения 

ii = const; r~ п" -:~"; dv = coпst. . , 
(232) 

Простейший путь для математической трактовки определенной 

посредством (227) и (231) квантово-механи'1еской волновой за­
дачи - это разложение волн по соответственно выбранной ортого­

нальной системе функций : 

(233) 
r r 

и~ (Р) представляют произвольно избираемую ортогональную си­
стему функций, следовательно, и~ (Р) суть обыкновенные функции 
(с-числа, classical) пространственных координат; ar, напротив, нс~,ом­
мутативные, зависящие от времени, переменные (q-числа, quaпtcm). 

Если подставить (233) в перестJновочные соотноше 1ш1 (2~11), 

умножить обе части уравнений на и~ (Р) и~ (Р'), проинтегрировать 
по Р и Р' и просуммировать по сх и р, то тогда получаютея перестано­
вочные соотношения для а и Ь 

Ьд1 - щЬ.=- 1~ . . а, ) ,s s 21:i St ~ 

asa1 - a,as = О 
b0bt --- btb,5 = О. .. 

(234) 
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При ':JTOM прииснены ycJIOBШ! ортогональности для и~ 

j'di1p~ и:(Р) u;(P):::=Ors· (235) 

Уравнения (234) влоJiне эквивалентны перестановочным соотно­

шениям (231 ). Также 11 гамильтонова функция Н может быть выпи­
сана I<aI< фунI<ция от аг и br. Единственное формальное разJшчие 

между квантовой теорией волновых полей и I<вантовой механиI<ой 

состоит в том, что число переменных в волновой теории беско­
нечно, а в корпускулярной -- конечно. 

10. ПРИМЕНЕНИЕ К ВОЛНАМ ОТРИЦАТЕЛЬНОГО ЗАРЯДА. 

Классическая лаrранжева функция для волн отрицательного 
заряда согласно (208) будет: 

k = - __ '!_ ___ grad •1* grad ф +-~- (grad V)2 + 
87t2fL 1 8-л; 

+ev\f •v- Vp --- --у*-------~~ 1 * h ( д·~ 1 , дф* ) 
' 0 4ni \ дt дi · 

(236) 

EcJiи разложить V на части V0 и V согласно соотношениям 

то можно, прибавляя поJiные пространственные или временные диф­
фсревциаJiы, преобразовать L и привести ее к следующему виду: 

h2 ' '· 11. д·~ * !~ =---~г grad у" grad ф-- -----:-- -- •}· + 
81t f', · 2ти дt 

1 
- ! __ -- (grad V1 / 2 + е ( V п + V,) '1*<L. ' 8r.: ~- . ' т 

(238) 

Здесь выGрошены аддитивные постоянные, зависящие от вре­

мени, которые содержат только р0 ; поэтому в величине !, из (238) 
должны варьироваться еще только ф, '~* и i11. 

Производная 1ю времени от V1 не входит в (2:38), так что V1 

невозможно рассматривать, как самостоятельную волновую функцию 
в смысле предыдущет пара1·р3фа, иGо, в противном случае, исчезла 

бы функция, канонически сопрнжевнан с l/1 (момент) и было бы невоз­
можно введение перестановоч11ых соотношений согласно (231 ). 
Простейшнй выход из этого :1атруднс11ия следующий: полученное 

чосредством варнации V1 волновое уравнение нужно рассматривать 



ка!{ допо11нительное усдовие и при его помощи выразить V1 как 

функцию от 'f* и 'f. 
Из 

следует: 

V 1 (Р) = -- е .( О (РР') ф* (Р') 'f (Р') dvp,_ (239) 

Здесь О (РР') обозначает функцию Грина обJiасти пространства, 
в которой происходит волновой процесс; следовательно, вообще, 

1 
просто функцию --- . 

Грр• 

Тогда из (238) опять через преобразование посредством нри­
бавления полных дифференциалов следует : 

h2 ' h дw 
L = - --grad 1}* grad Ф - ---' -t* + 

81'2[L 1 21ti дt 

+ е\10 ·~* t- е; f dvp•ф* (Р) t (Р) ~* (Р') t (Р') О (РР'). (240) 

Для канонически сопряженного к 'f момента мы находим : 
дL li 

11=-~;-=--.ф*. 
д•-j; 21tt 

Гамильтонова функuия имеет следующий вид: 

h дф 
Н=-- 27t:7Ф*7я--L 

и 

Тi :::_с: J dv [- h~ grad t* grad 7 - е Vo 'i' * ~ -1 8r.2[L • _ 

+-~-f J dvp dVp• а (РР') ~* (Р) lj;(P)Y* (Р') t(P'). (241) 

Переход н: квантовой теории совершается посредством введения 
нерестановочных соотношений между П и <j; : 

'f (Р) 'f* (P')-<j;* (Р') ф (Р) =а (Р -- Р'). 
tj1 (Р) ~ (Р')-ф (P')tji (Р) =О. (242) 

<];* (Р) '];* (Р') - ф'1 (Р') Ф* (Р) =о. 

Гамильтонову функцию можно снова взять непосредс1 венно из 

классической теории (241), однако классическая теория не уста­
навливает nоследоватеJiьности множителей, которая теперь n:;жщ1 



'Таким образом, правилъный вид rамилътоновой функции, nос!{ольку 
это касается последовательности множителей, можно получить только 

из опыта. 

Йордан и Клейн нашли, что правильная rамильтонова функция 
для волн материи гласит: 

-- J [ h2 ] Н = dt• -8-1t2 f1- grad у* grad lji - е V0 у* 'f + 
+ ~ J J dvp dVp• О (РР') у* (Р) ·~* (Р') у (Р) 'f (Р'). (243) 

Нужно еще заметить, что утверждение : ф* должно быть ком­
плексно сопряжено с ф, требует некоторой осторожности. Если, 

например, у дано как функция от эрмитовых матриц, то переход 
от ф и 'f* совершается не только посредством замены i на - i, 
но в силу эрмитовоrо характера матриц должна быть изменена и 
последовательность множителей [имеет место : (pq)* = q* • р*]. 

Также и в квантовой теории волн материи полный заряд мате­

рии - е f dv 'f* lji не зависит от времени ; это доказывается наипро­
стейшим образом тем, что он переместим с Н. Покажем теперь, 
что собственные значения матрицы f dv у* у будут положительные 
целые числа, как это требует опыт. Согласно с (233) полагаем: 

'f =] ar и, (Р); 'f* = ~ ar* и,.* (Р); J UrUs * dv = Ors; (244) 
тогда из (242) следует: 

аг ai- а:;' ar=Dsr) 
ar а8 ~ а8 ar = О 
aj а; - а; a'f:= О. 

(245) 

Эти уравнения удовлетворяются посредством подстановок 

- 2itl в 2- _!_ + 2iti о 
аг = е h r Nг 2 ; а/' = Nr 2 е li r (24G) 

rде N, и Or эрмитовы операторы, удовлетворнющ11е следующим пе­
рестановочным соотношеш111м: 

(247) 

Собственные значения матрипы Nr сут1, положительные целые 
числа. Далее, из (246) с;1сдуст 

(248) 

109 



Таким образом 1шантовая теории волн материи без труда объ­
ясннет тот фа~п, что заряд всегда есть целое кратное основной 

единицы. Правда, она не смогла выяснить, почему существует 

только одна такая основная единица вполне овределенной вели­

чины. Квантовые условия Хартри являются аналогом перестано­
вочных соотношений (242) в духе принципа соответствия. Так 

как ~Nr есть постоянная интеграции уравнения (227), то можно 
рассматрива rь специально те стационарные состояния системы, для 

которых эта сумма имеет значение N. 

Впрочем ~Nr остается постоянной даже тогда, когда V0 за­
висит от времени. Иордан и Клейн доказали, что решения (243) 

для случая ~Nг = N математически и физически эквивалентны ре­
шениям проблемы N электронов в корпускуJ1ярной теории, полу­

ченным в М 2, но, правда, не все.# решениям этой проблемы; 
напротив, из возможных решений должны быть выбраны только те, 
в которых функция преобразования ~ симметрична относительно 
координат элеюронов. Эти решения образуют замкнутую систему 
термов, а именно такую, которая соответствует статистике Бозе­

Эйнштейна. Из квантовой теории воJiн материи, т. е. из переста­
новочных соотношений (242) следует, таким образом, Бозе-эйн­
штейновская статистика для соответственной корпускулярной кар· 

тины. Но перестановочные соотношения (242) представляют только 
одну частную возможность для квантовой теории волновых полей. 

Другая равноправная возможность получается, если во всех пере­

становочных соотношениях отрицательный знак заменит~, положи-

тельным 

•f(P) ·(*(Р') + 'f*(P') НР) = о(Р-- Р') 1 
y(PJ у(Р') + у(Р') НР) =о ~ 
1f;*(P) t*(P') + 'f*(P') •f;*(P) "'= О J 

(249) 

Согласно Иордану и Вигнеру полученной таким способом кван­
товой теории волн материи соответствуют те решения шрединге­

ровского уравнения в корпускулярной 1еорин, функция преобразо­
вания которых антисимметрична относительно координат электронов. 

Это значит, что перестановочные соотношения (249) приводят 
к принципу Паули и соответственно к Ферми-дираковской стати· 
стике для корпускулярной картины. 

11. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ 
КВАНТОВЫХ ТЕОРИЙ КОРПУСКУЛЯРНОЙ И ВОЛНОВОЙ КАРТИН. 

Центральной проблемой квантовой теории является факт, что 
корпускулярная и волновая кар1'ины представJiяюr две различные 
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формы явлений одной и той же физической реальности. Удовле­
творигельно, что и в матема1ическом аппарате теории имеется 

полная аналогия с только что рассмотренной двойственностью при­

роды атомных явлений. Аналогия заключается в том, что одна и 
та же математическая схема может быть интерпретирована или как 
квантовая теории корпускулнрной !{артины, или как квантовая 

теория волновой картины. 

Мы проведем доказательство в общем виде, не ограничивансь 

случаем некоторой определенной гамильтоновой функции. ПJре­

динг_еровское уравнение корпускулярной теории должно иметь сле­

дующий вид: 

(250) 

Здесь оп предстаnляет собой оператор, который действует на 
пространственные координаты одной частицы (п-той), опт на про­
странственные координаты двух частиц (п-той и т-той) и т. д. 

Пусть далее задана система ортогональных функций иг(r), по 
которым может быть разложена каждая, имеющая физический 
смысл функция координат трехмерного пространства, удовлетворя­

ющая граничным условиям. Тогда q; (t 1 ••• tм) может быть раало­
жена по произведениям этих ортогональных функций: 

'f' (t'1 ... rм) = ~b(1·1r2 .. .гм· t)иг,(t 1 )ar,{t2 ) ... UrмCt'м) (251) 
" "rN 

Величина \ ь2 \ может быть рассматриваема, как вероятность 
найти электрон ( 1) в состоянии r 1, электрон (2) в состоянии r2 

и т. д. 

Подставим это значение (251) для 9 в (250), умножим левую 
уравнения (250) на as/r1) Иs,(r2 ) ... Usм(rN) и проинтегрируем по 
t 1, t'2 ••• rм тогда, в силу условий ортогональности, получим: 

+~ (252) 
tz'>m 

Здесь О~ r и, соответственно, О~т , . ,. r означают матричные 
п' n flj ·1ni п, fll 

элементы соответствующих операторов в координатной системе, ха· 

рактеризуемой ортогональными фунющями llr. В силу симметрии 
гамильтоновой функции относителыю частиц, численные значения 

соотвеrственных матричных элеменгов зависят только от букв r, s, 
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но не от п или т. Так как величины b(s1 ..• sN) в случае Бозе· 
эйнштейновской с rатистики симметричны относительно квантовых 

чисел частиц, то можно как аргументы применить также числа N, 
частиц в состоянии r. Так как априорная вероятность найти N 1 ча­

стиц в состоянии 1, N,J частиц в состоянии 2 и т. д. дается через 
N! 

N-l-NI ... , то удобно ввести: 
1 • 2. 

- ~':'. Br 
Введем далее, согласно (24 7), оператор е h , который пере-

водит N, в Nг+ 1. 
Тогда из (252) следует, после суммирования по п и т, 

(253) 

Умножая на ( № )~ --~, -· -·- 2 с левой стороны и перемещая оле-
N1 .... 

С другой стороны rамильтонова функция волновой теории, 
принадлежащая к уравнению ('250) корпускулярной теории, есть 

li= JLiVpy;oPyp+ ~! f dvpdVp''f;''f;OPP''fp"fp".(255) 
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Отсюда, согласно уравнению (244 ), получается: 

Подстав,11яя (246) в уравнение 

- h д 
нs+ 21t7 . 7ifs= о, 

получаем: 

{ 
h д ,,..., ..!... ~(6 -- 6 ) _l __ 

0- --------с-·+ /N 2 О е 1' s r N 2 -1-- 21ti дt .....,. s sr r 1 
sr 

1 _2_ ~"! 6s __ 1_ ~~ вs' - 2" 1 6r ..!... ·+·- ~Ns2 е h Ns,2 е h Oss',rr' е h Nr2. 
2 ss', rr' 

- 2;; Or' ~ } 
е ·Nr1 + ... S(N1N~ .. . ) 

21ti в 

Если снова сместить все операторы е h направо, то полу'!а-

(256) 

Это уравнение тождественно с (254), чем и доказана математи­
ческая эквивалентность корпускулярной и волновой картин. В cJiy­
чae справедливости принципа ПауJiи и перестановочных соотноше­
ний (249) доказательство проводится подобным же способом. 

Несмотря на то, что классические теории корпускулярной и вол­

новой картин абсолютно различны как математически, так и физи· 
чески, квантовые теории обоих представлений математически и фи­
зически тождественны. 

12. ПРИМЕНЕНИЕ К ТЕОРИИ ИЗЛУЧЕНИЯ. 

Максвеллевские уравнения получаются посредством 

потенциалов из следующей лагранжевой фунющи: 

1 «.• -· ~) .l L = 8-; ( ~2 - ~" --г Ф,,sа. 

8 fl. Геi!.веаберr. 

вариации 

(257) 
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Здесь s" (а= 1, 2, 3, 4) обозначают плотности токов, Ф"­
максвеллевские пqтенциалы; Ф4= iФ0 ; х4 = ict; поэтому 1. будет явно 
написана в функции потенциалов так: 

(Латинские значки здесь и в последующем постоянно бегут от 1 
до 3, греческие от 1 до 4.) Канонически сопряженные с Ф1 функ-
1щи (моменты) по (244) будут: 

Пi = ~~- = ._1_ ( __!_ дФ~ + дФQ) = _1_ @t. (259) 
дФ; 41tC \ С дt дх; 47tC 

Так 1<ак для световых квантов справедлива статистика Боэе-Эйн­

нпейна, то отсюда вытекают следующие перестановочные соотно­

шения: 

Cff;1(P) Ф~(Р')- Фа(Р1 ) /&i(Р) = - 2hciO(P- Р') а;,,, 

откуда после дифференцирования: 

Cff;;(P) <§;k(P') - r$k(P') Cff;,(P) =О 
S'J1(P) ~k(P') - ~k(P') S'J;(P) = О 

@1(P)&;;,2(P')-S'J2(P')@1(P) =- 2hci iJ_oJ?- Р')_ 
дх3 (Р) 

и далее в круговом порядке. 

(260) 

Некоторую трудность представляет то обстоятельство, что Ф0 
не встречается в лагранжевой функции. Но эта труднос1ь суще­
ственна только для перестановочных соотношений потенциалов 

с составляющими напряжения поля и не касается перестановочных 

соотношений (260). 
Если Ф" разложить по соответственно выбранной системе орто­

гональных функций (например, стоячие колебания в некотором со­
суде), то энергия, относящаяся к собственному колебанию частоты v, 
выразится. как целое кратное hv; тогда можно числа световых кван­
тов в каждом состоянии собственного колебания рассматривать как 
переменные системы, как это сделал Дирак в своей теории излу­
че~шя, и таким образом развивать далее 1<орпускулярну10 теорию. 
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Дополнения к русскому изданию. 

1. К выводу соотношений неопределенности (11, § 1). 

§ 1. Всякое волновое поле !(Лассическая оптика рассматривает 
состоящим из некоторых элементарных образований - элементарных 
пучков лучей. Число элементарных пучков лучей равно числу сте­
пеней свободы данного волнового образования или, математически, 
числу независимых членов при гармоническом анализе, т. е. при 

разложении поля в ряд Фурье на плоские монохроматические волны. 
Это число совпа_цает также с числом собственных независимых !{0-
лебаний данного волнового поля. 

Элементарный пучо!{, изучавшийся в частности Дебаем и Лауе 1 ), 

является некоторой индивидуальностью, своего рода атомом, в том 

с~ысле, что он означает нижнюю границу различимости свойств 

волнового образования. 

ЧисJю степеней свободы поля стоит в тесной связи с возможностью 
различить составные части волнового образования или пакета, т. е. 
с понятием разрешающей силы в оптике. Действительно, две точки 
различимы только тогда, когда расстояние между ними де будет 
порядка длины волны Л, деленной на угол пучка лучей, сведенных 
линзой или МИ!{рОс!{ОПОМ; т. е. [см. формулу текста (21 )] 

А. 
ЛS ,_, Ла 2) (1) 

(в знаменателе в сущности должно стоять хорошо известное в 
оп гике выражение п sin да; здесь же у нас п = 1, а sin да,._ до:). 
Наименьшая площадка д/, которая может быть изображена не как 
точка, будет порядка: 

(2) 

1) М. v. Latte, Апn. d. Phys. 44, 1197, 1914; см. А. Laпde, статья в 
Handbttch d. Phys. 

') Анализ этого оптического соотношения в связи с определением по· 
.~ожения электрона см. К. F. v. Weizsacker, ZS f. Phys. 70, 114, 1931. 
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где ДQ телесный угол, и последнее приближенное равенство имеет 
место в том случае, если нормаль к д/ обраЗует с направJiением 
лучей угол 6 ,.__.О. Таким образом всякая поверхность f соста-

влена из Z = fj независимых элементарных, могущих быть изо­
браженными в конечном виде (не как точки) площадок. Это по· 
следнее число, существенное очевидно для разрешающей силы, равно 

числу степеней свободы пучка лучей, выходящего от /. Действи· 
тельно, суммируя по всем углам и по всем площадкам, т. е. 110 

всей поверхнос1и сосуда, в котором находится волновое поле или 

излучение, имеем : 

Z= ~л Z= ~-f7="" Е/~~~2со~= -~f~~c~os_~. (3) 

С другой стороны, если длина волнового пакета (или сосущ1, 
в котором заключено волновое поле) конечна и равна !, то пакет 
должен быть составлен из волн некоторого участка частот или 

1 
длин волн дv =ед~. Если длина пакета l, то в пакет войдут 

l 
ВОЛНЫ С длиной волны ),k = -k, где k целые числа; в интервале 

А., л.+ ЛЛ. поместится k волн, где k определится из неравенств: 

l l l 
). < k < А. + дА. или -1 > k > ). + дl' 

т. е. 

( 1 1) 1 l 
k =l л+лл. -т =ZЛт=-;·дv. (4) 

Элементарное же тсолебание определяется одной волной, т. е. для 
него будет соблюдено условие: 

l 
- дv = 1. (4.1) 
с 

Перемножая Z и k, получим общее число степеней свободы F: 

у2Ду ~ ·/"дv 
F=Zk=--0 l . /ЛО cos 0=-·41tV, 

С" с8 
(5) 

ибо ~ дg = 41t, а l ~! cos О дает общий объем V. Как известно, 
этот результат нс 3ависит от формы объема. У'!тя поляризацию, 
т. е. мн9житель 2 для излучения, получим классическую формулу 
Рэлея-Дwинса: 
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Формулы (5) и (6) н случае волн материи или изJiучения (на­
бора фотонов) дают объем фазового пространства, соответствующий 
интервалу частот Лv (если от v перейти к переменной импульса 

hv 
р = -- ). Число же клеток фазового' пространства по11учим, раз­

е 

делив общий объем (5) и11и (6) на объем каждой клетки, т. е. на Jiз. 
С другой стороны, пршщип неопределенности вводит нижнюю 

границу д11я п1юизведения Лрдх ,..._, h, что соответствует оптически 
соотношению : 

Лv 
--- .clX ,..._, 1 ИJIИ 
с 

1 
д ---;- дх ,...._, 1. 

л 
(7) 

Произведение трех членов вида (7) для х, у, z соответствует 
одной фазовой клетке. 

Каждая клетка фазового пространства соответствует о;щой 
степени свободы и в статистическом смысле дает нижнюю 
границу различимости. Мы видим, что !С фор.мулам неопреде­
ленности (7) можно подойти али из статистшси или со сто­
роны подсчета числа степеней свободы, т. е. числа элемен­
тарных пуч1Сов. Важно установить нижнюю границу различи­
.#,ости в оптичестсо.м, статистичес!Со.М и т. д. смысле. В случае, 

1 
если ИМ11ульс меняется по величине, то имеем формулу Л -;-- дх "-' 1, 

. л 

да 
если же импульс меняется по направлению, то ·т М,....,, 1, где ос угол, 

характеризующий направление. Таким образом, форму.1JЬ1 принuина 
неопределе11ности непосредственно примыкают к опт·,:ческим: для 

свеrа они являются простой их перепиской при помощи соотноше-

h"У 
ния Эйнштейна р = - , для волн _~1 атерии же нужно учесть 

с 

h 
соотношение де Бройля р = --г и т. д. 

Строя волновой пакет длины Лх, мы находим из ана11иэа пакета 
по Фурье, что нужно взять волны из интервала волновых чисел 

1 1 
Лk === д -~ - равного Лх ; обратно, построив паю:т И3 вою1 интер-

1 
вала д --,- , видим, что его длина будет 

л с 

вне этого участка интенсrшпость волн 1:ес1ома мaJJa. 1) Это рас-

1) Напр. J. !'reпkc!, ЕiпfШшшg 111 dic \Vcl!eшnechanik; L. de Broglie 
]):Jедение в 1ю;шовую механику (печатается русский перевод). 
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сужпение (сравни текст стр. 16 и формулу (4·-I), которое тоже 
дает нижнюю границу различимости), конечно, весьма примыкает 

к предыдущим. Оно также ценно потому, что берет самые общие 
волновые соотношения и сразу после применения формулы де Бройля 
дает формулы неопределенности. ДействитеJJьно, пусть некоторая 
функция f имеет вид : 

где а отлично от нуля и равно единице только в промежутке 

дх Лх 
-т <х~ -2 . Имеем: 

1 r tkx f=y-2;._ Ье dx; 

. k k. Лх 
sш (" - ) ---

; (ko --· k) х 2 ' О 2 
е dx = ---== -------·--- = 

V:гтт U<o--k) 

sin (k0 -k)-~x 
. - (k0 =k)-~;- . 

(8) 

Выражения для 1 Ь \2, пропорциональные ин н:нсивностям пар­
циальных волн, заметно отличны от нуля только в области меж1у 

двумя нулями синуса, т. е. в участке 

дkдх ,.,_, 1, (9) 

1 
если k - k0 обозначим через дk; отсюда, полагая дk = д -г = 

= Л -~-, и получаем формулу вео;1ределенности, как было отме­
чено выше. 

Кроме формул для ошибок импульса и координаты, аналогично, 
оптическим путем или построением волновых паt<етов и их анаJiизом 

по Фурье можно поJiучить еще и формулу, связывающую время 

прохождешш волнового пакета и спектральную область частот, из 
которых пакет составлеа. Например, непосредственно формулу ( 4) 
перепишсl\С ,-ак: 
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где Лt время прохождения пакета через некоторую гочку; столько 
членов ряда Фурье, т. е. отдельны: волн, нужно для описания па-

. l 
кета длины l или временного протяжения --. Если это число 

с 

приравнять единице, то мы получим соотношение между временем 

и частотой, выполненно~ для элементарного волнового пучка, т. е. 

получим нижнюю гранацу или условие различимости для частоты 

и времени: 

дvдt,.._.1. (11) 

Формула ( 11 ), как и (1 ), определяет элементарный пучок .11учей. 
Смысл этого соотношения совершенно подобен содержанию 

формулы дрдх: если мы имеем волновой пакет, составленный из 
частот области дv, то его временн1я длина (или время прохождении 

1 
через некоторую точку) будет порядка дt ,..._. -д:;. Например, eCJJИ 

мы анализируем пакет некоторое время лt, т. е. после лt секунд 
от начала опыта обрезаем хвост волнового потока, то мы не сможем 

1 
отличить разности частот меньше дv......, м· Соотношение (11) име-

лось уже, согласно принципу соответс 1 вия, в старой теории Бора, 
где частоты, соответствующие стационарным состояниям, не могли 

быть определены точнее, чем до д'1, так как стационарные состояния 
существовали не бесконечное время, но имели конечное время 
жизни дt. Время измерений очеJидно должно быть равно или 
больше времени жизни, т. е. будем иметь д'iдt > 1. 

Попрежнему для фотонов из формулы (11) следует после под­
е 

становки '1 = h' где е энергия фотона 

~елt,..._,1. (12) 

Так же точно, по'1стаf\ляя вместо v по де Бройлю частоту, соот­
е 

ветствующую энергии частицы v = 7i" будем иметь ту же формулу 
(12) для то'!носrи определения энергии атома, электрона и т. д. 

Если же v означает частоту перехода 

( 12) получим 

е1 --- €2 
v=------ ---, 

h 
ТО вместо 

По Бору переход между двуми состояниями имеет такой Ji е 
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индивидуальный характер, как и самое состояние 1). Ландау н 
ПайерJJс (ZS. f. Phys. 69, 56, 1931) применили форму11у (13) для 
определения точности в импульсе. Для свободного электрона имеем: 

Ле1 = V1ЛР1 
Лs2 = V2ЛР2. (14) 

где значок 1 означает состояние до перехода, а 2 окон•~атеJ1ьное 
состояние. В виду закона сохранения импульса: др1 = Лр2 и из 
(15) и (14) имеем 

( 15) 

В релятинистском случае v1 - v 2 не может быть болыне с и 
из ( 15) мы получим 

h 
дрдt,......,-; 

с 
(16) 

формула (16) показывает, что импульс в данном случае нельзя 
изУ1ерить мгновенно. В нерелятивистской же области разность ско­
ростей может принципиально быть скоJiько угодно большой, так 
что и др~ О при Лt ~О (хотя как раз для боJiьшнх скоростей 
нерелятивистская механика и непригодна). 

Заметим, что соотношения неопределенности, в которые входит 
время, трактуются различными авторами различно. Трудность лежит 
по существу в том, что время в нерелятивистской теории является 

просто (классическим) числом (с -пumber ), а не оператором 
(q - пшnЬеr) (квантовым числом). Для чисел никаких соотношений 
неопределенности нет, поэтому, вводя все же таковые для времени, 

мы пытаемся трактовать его как оператор, т. е. заходим в не по­

строенную еще область. 

§ 2. Шредингер (Berl. Ber., 296, 1930) дал очень простой и 
общий вывод формулы для произведения ошибок двух квантово­
механических величин. За исходный пункт возьмем неравенство 
Шварца: 

( aia"I+a2a* +" .апа~) ( Ь1ЬН- ... ЬпЬ~) >-la1b1 +а2Ь2+··. ,-rnbnl2
, (13) 

где sвездочка обозначает сопряженную величину. Наглядный смысл 

этой формулы станет весьма ясен, если взять, например, п = 1, 2, 3 и 
положить все а и Ь вещественными, или же положить а1 = а 1 -f-- i~ 1 , 
все а 2 ••• а11 =О и все Ь равными 1. 

1) N. BoJ1r. Сборник статей, цитированных на стр. 142, ила по-русски 
в сборнике "Причинность". Е. Schrodinger, Berl. Ber. 1931 ("Speziellc 
Relativltiitstheorie uпd Quantenmechanik "). 
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В случае непрерыв1-10 меняющихся аначков суммы ааменяются 
интегралами: 

fffdx J ggdx>lf fgdxl 1• (14) 

* Положив адесь f = Вф, g = Аф, где А, В любые два эрмитовы 
оператора, а ф любая волновая функция, получим: 

J фВ2фdхf $А2фdх:.Р IJ фАВфdх/ 2 (15) 

или 82 А 2 >1АВ121 где черточка означает среднее. 
Вместо правой части 1 АВ l 2 можно написать : 

IABl2=C48tВA)2+1AB 2 ВА/2 
(раалагая на эрмитову симметричную и антисимметричную части и 

АВ-ВА 
имея в виду, что среднее антисимметрической части 2 ЧИ· 

сто мнимо). 
Чтобы нолучить еще более общее выражени~. заменим А и В 

на А-А! и В - В!, где / оаначает единичную матрицу. Оконча· 
тельно имеем для ошибок ЛА и дБ 

(ЛА)2 (ЛВ)2:.Р с4вt.8А-Ав)2 +1~2 BAl2• (16) 

ЛА=У (А-А)2= у л2-(А)2. 

Если отбросить первый член суммы справа, то неравенство 
будет только усилено; если к тому же ваять за А и В и канонически 

h 
сопряженные величины, для которых АВ-ВА= 21' i, тогда получим 

формулу Гейаенберга (20), если под А и В иметь в виду импульс 
и координату эле1<трона: 

h 
дА.дВ:.Р 41'. (17) 

Отметим адесь важное применение формулы (17). Ваяв аа А 
и В канонически сопряженные величины энергию и время, получим: 

дЕдt,.....,h. :18) 

Таким образом, при измерении, длящемс11 время Лt, нельзя 
h 

измерить энергию точнее, чем до величины ЛЕ ,..._, -Лt • 
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Если речь идет об энергии перехода (Е1 - Е2), то будет иметь 
место формула: 

(19) 

Эти соотношения могут быть получены и другими методами, см. 
стр. 119, формулы (12) и (13). 

2. Магнитный момент эJ1ектрона. 

Бор у1<азал следующее применение соотношений неопределен­
ности при рассмотрении собственного магнитного момента электрона 
(спина). Когда электрон находится в атоме, его магнитный момент 
входит как часть в магнитный момент атома и поэтому непосред­

ственно ненабшодаем. Спрашивается, можно ли с помощью магни­
тометра наблюдать магнитный момент свободного электрона? Пусть 
;тектрон находится на расстоянии l от магнитометра и создает 
следовательно магнитное поле 

(1) 

eh 
где 110 ~ -- магнитный момент электрона, равный боровскому маг-

' те 
нетону (мы рассматриваем только порядок величин и отвлекаемся 

от учета направления). Но мы никогда не можем быть уверены, 
что элеI<трон, положение которого известно с точностью дl, не 

двигается со скоростью дv (так чтобы д/дv > -~i) . 
Днижущийся же электрон создает магнитное поле величины 

едv 

C• l2 • (2) 

Для того чтобы действие спина бьщо наблюдаемо, нужно, 
чтобы поле ( 1) было больше, чем поле (2), т. е. 

efi еЛv 
--- .......... >----· 
mcl•J _., cz2 ' 

eli eh 
---[2 > -[2Лf-; или Л/ > !, 
те те '-' 

(3) 

т. е. условие непосредственной наблюдаемости магнитного поля 
спина невыполнимо, так как неопределенность поля (1) будет 
больше, чем самое поле (ибо неопределенность в расстоянии элек­
трона от прибора должна была больше его расстояния!). Это не 
значит, что спин свободныхэлектронов вообщененабJiюдаем, но то, что 
его нельзн толковать наглядно с помощью кJJассической механики, 

понятия траектории и пр. 
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Бор подчеркнул также; что невозможно наблюдать спин элек­
трона меtодом Штерна.Герлаха. Возьмем пучок электронов, дви· 
гающихся параллельно оси у в неоднородном магнитиом поле 

Н, расположенном в плоскости xz; пусть, кроме того, для х =О 
Нх =О. О.и.нако вообще, вне шюскQсти yz имеем :с 

Нх = дНх дх = -- дНz Лх ( 4) 
дх дz ' 

(в силу условия div Н = д::.х + д:; + д~z =О, ·т. е. при Ну= О 
дНх_ дНz) 
дх -- дz • 

дНz ( 
На электрон действуют две силы: 1) сила µ0 дz в виду на-

личия спина) по направлению z и 2) лоренцова сила в направ· 
е 

лени и х: - 'UyHz, вне плоскости Hz. 
с 

Лоренцова сила на расстоянии Лх от оси равна 

е дНz (б) 
cvy дz Лх. 

Для успеха опыта Штерна-Герлаха нужно, чтобы 

е дНz eh дНz h 
-vу-дх~-- - т. е. Лх~-,....,л (6) 
с дz те дz ' mvy ' 

т. е. мы находимся вне области пригодности классических механи­
ческих понятий. Случай движения электронов параллельно оси х 
ведет к тому же результату. 

Интересна, наконец, критика Бором опыта, предложенного Брил­
люэном для обнаружения магнитного момента спина. Пусть элек­
троны двигаются параллельно оси z в неоднородном поле, напра-

б п дНz О 
вленном в сторону о ратную их движения. усть дz > , тогда 

дН 
э.1ектроны со спином, подвергаясь действию СИJJЫ - µ0дz (так же, 

как и тело, брошенное вверх), направленной в сторону z, через 
некоторое время остановятся и затем повернут обратно. Из 

d'Uz дНz 
т- = - µ0 -- для времени t поJJучаем i 

dt дz 

(7) 
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Таким образом, число электронов, которые мы встретим дальше 
отрезка v;zt, будет .вдвое меньше, чем в случае отсутствия спина. 
Но, как и в предыдущем примере, нельзя осуществить по,1е, везде 
строrо параллельное оси z. 

Если для х = О и Н:~ 11 z, то Нх дается формулой ( 4) для рас­
стояния Лх от оси х. Но электроны под действием силы Нх будут 

1 
описывать круrи с периодом "= -~, где Ф угловая скорость, рав-

сНх 
ная ~· -----, т. е. 

т0с 

•= дНz • 
е--дх 

дz 

(8) 

Чтобы поворот скорости произошел от действия спина, а не 
под влиянием силы Лоренца, нужно, чтобы t < "• т. е. 

mcmv2 
-----

дНz 
eli-­

дz 

те 

- дн;Л.?С ' 
е---

дz 

следовательно mvzЛx < h или дх < Л, 
т. е. опять мы находимся вне сферы действия геометрической оп-

Е б eh 6 . " " 
тщш. ели ы вместо fl-o ,_, - мы имели ы J(al{Qп-тo магнитныи 

те 

момент ii, то, как легко видеть при ii >> 110, в последнем примере, как 
и в друrих, опыты позволили бы обнаружить наличие момента. 

В докладе Паули указаны и другие иллюстрации тезиса Бора о 
невозможности наблюдать спин в смысле применения классических 
механических применений о движении. 

Литер ат ура: N. F. Motl, Proc. Roy. Soc. А, 124, 425, 1929. 
W. Pauli, Rapports de Congres So1vay, 1930. 

3. К подсчету флюктуаций (V, § 7). 
(См. W. Heisenberg, Berichte d. Sachs. Akad. Ceipzig, 83, 19/I, 19:31). 

Оказывается, что прежние подсчеты Борна, Йордана и автора 
книги на основании квантовой механики были основаны на 
ошибке. Выражение для среднего квадрата флюктуации энергии 
давалось интегралом по частотам, а подинтеrральное выражение со­

держало члены q~ пропорциональные частотам hvj, в результате 
чеrо интеграл оказывался расходящимся. Так как речь идет о флюк­
туациях лучистой энергии, то можно было бы думать, что обра­
щение упомянутого интеrрала в бесконечность связано с нщтичием 
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в энергии эле1<тромапштноrо поля бесконечно большой, так назы~ 
ваемой нулевой энергии (Nullpunktsenergie). Однако это не так, 
и трудность лежит в самом определении флюктуаций. Чтобы по­
казать это, исследуем более простую модель, заведомо не имеющую 
бесконечной нулевой энергии - возьмем, именно, движение ма­
териальной точки массы t вдоль отрезка длины l, ограниченного 
непроницаемыми стенками. 

Энергия частицы дается выражением 

Е = --1-р2 где р = _!!_ ~ 
2т ' 21ti dx 

(1) 

Собственные значения энергии и собственные фуикции найдутся 
из уравнения Шредингера 

h2 d2<jJ 
S1t2/U dx2 + Et =О 

с пограничнh!МИ условиями: ф = О при { х =О . 
x=l 

(2) 

Отсюда, нринимая во внимание условие нормировки, получаем: 

1 ( h )2 Ek= 2т 27k , 

где k целые числа. 
Интересно наш результат получить прежде всего с помощью 

представления о квантованных колебаниях в обычном, в данном 
случае одномерном пространстве. 

Для этого нужно амплитуды функции ~ считатL непереместимыми 
операторами. Иа (3) имеем: 

(4) 

где 

аkщ* - щ*а" = akl· 

Последнюю формулу мы написали в предположении, что у нас 
имеется на всем участке совокупносп. одинаконых частиц, удовлетнv· 
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ряющих статистике Бове-Эйнштейна. Согласно М (246) можно по­
ложить: 

(5) 

где Nk означает число частиц в состоянии k. 
Для энергии небольшого участка от х0 до х1 , сои1асно опре­

делению шютности энергии М (209), имеем: 

х, 

.ж, 

Е = Jdx-!!_2_ д~* _д~ = 
8'1tm дх dx 

= __ h2 -~ J'" dx :Е аk*ап cos 'lt _-'!.__ k cos r. ~- п ( 11: )
2 nl = ~ (б) 

8 т:2rп l, kn l l l 

h2 ~ 
- ··· ·--· ~ · ak*a fk 
- 8тс2m..... " 11 ' 

kn 

где 

те J si11 ·~ (k + п) х1 - sin -}· (k. + п) х0 
fkп = ["i kп 1- -----·-· -- п - ·+-

. 7' • 1t ) 1 sш7(k-n)x1 ·--sш 7 (k.-n х0 
-г------·--·-··-······---- ·-·----· . 

k-n 

Среднее по времени значение энергии дается диагональным членом, 
т. е. 

(7) 

Таким образом для флюктуации имеем: 

(8) 
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и для среднего квадрата флюктуации: 

( '2 )l! . . -'- -, 
-2 tl ', ' :/ . "' • дЕ .:.::: К. :• ,...,/ ...,.j а11 11,,j,,,,a" 11111~" 

r. т lш 1'.11' 
k 1 11 k' 1 11' 

( ~ 1) 

, 
Отсюда видно, что ЛЕ равно бесконечности, так как сумма в (9) 

расходится даже в с:~учае одной только частицы. Именно дли 

(10) 

причем число членов бесконечно, а f1m не уменьшается для боЛJ.­
ших п. 

Перейдем теперь к обычному способу конфигурационного про· 
странства. Допустим, что энергия внутри некоторого промежутка 
х0 < х < х1 задается оператором 

1 
2mpD(x)p, (11) 

где D (х) внутри промежутка Хо - х1 равно 1, а вне его равно 
нулю. С помощью собственных функций (3) найдем средн~е значе­
ние энергии в состоянии k 

. . 1 

=J• /2 siп~xk-!_~~D(x)--~~-. /2 siн ~xkdx= 1 v l / 2 m 2 Т([ дХ 2 'ltl дХ v f / . 
о l ~(12) 

= _!!._ ! J (1tk)2 cos -~ xkD (х) dx = --~::____ fk~. J 
8 п2т l l l 8 'lt2m 

о 
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Для среднего квадрата энергии получаем: 

Е' ~ }J;/f ,;n -; xk ( 21т)' pD (х) p'D (х) р А ,;ц ;- xkdx~ I 
о 

l 

= 8 :22т (- ~-) Jcos -[ xkD (х) ::2 D(x)cos ]-xk(~)2 dx = 
о 

= _h!_ ·1~-J1 cos2 ~ xkD2 (х) (7'k)4 dx + 8 тс2т l l l 
о 

( 13) 

l 

-+- ~-f cos у xkD (х) 2 D' (х) sin ~ xk ( 7!; )3 dx ---
о 

2 J! те (тсk)2 ] - 7 
0 

cos27 xkD(x)D"(x) ,Т dx; 

или 

(14) 

Дале-е по определению 

(15) 

Первый интеграл в правой части (13) дает среднее значение квад­
рата энерrии, ибо из (3) следует 

l 

/z2 2 J х (тсk) 4 
8 тс2т l siп2 тс l kD2 (х) Т dx = 

х, 

Wk-~ f sin2 rc ~ kdx, ( 16) 
о 

х, 

где ! J sin2 те Е kdx обозначает вероятность найти •~ас типу 
l l 

между х0 и Х1. 
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Но второй интеграл н формуле (14) обращае'1'сн н бесконеч­
ность, так как содержит в подинтегральном выражении вторую 

производную от D(x) (очевидно 'бесконечную). Таки~~ обра:юм, в 
результате· и средний квадрат флюктуации энергии оказываетсн 

бесконечным. Дело лежит, очевидно, в слишком резком выделе11ш1 
отрезка х0 -х1 введением "нехорошей функции" D (х). Если н;~ 
место такой резкой функщш ввести функцию сглаженную, то вто­

рой интеграл в (14) будет, вообще, сходип,сн и даст лишь весьм:t 

небольшой привесок !( :шачению в2. 

Взяв, например, 

х -· (х-- х,)' 

D(x)=-;г/;--~.f ( е -,;г ----е ( ! 7) 

о 

r· меем для большей части второго интеграла в (14 ), 1юлу<rе1шоt\ 
~·осле интеграции по частям_, т. е, для 

1 

(
, li2 \ 2 2}" 1t / k " 
8~2!ii) l cos2 -г xk ( -7 )" [) ~(x)1lx 

о 

·;ыражение: 

(19) 

Если d велико по сравнению с длиной волны состонния k, то 
вторым интегралом можно пренебречь по сравнению с первым в 

формуле (14). 
Физически следует иметь в виду, что энтропии двух сsязанIIых 

систем можно считать аддитивными с точностью до величины взаи­

модействия систем (см. W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 40, 501, 192G): 
Измерение энергии в резко ограниченном участке (х 1 - х0 ) во:.1· 
ivюжно только при действительной полной изолsщии этого участка 

и полного разры~н его взаимодействия с дру1·ими участкюш (по 
классической теории изоляция не обязательна); такая изоляция 
требует "бесконечно большого" вмешательства и поэтому физически 
неосуществима. Практически всегда гра_ницы уqастка будут не­

сколько размыты, т. е. останется н:которос в3аимодействие изме­

рнемого участка с соседним. И3 ска:зашюrо следует, что как ра3 
в виду неаддитивности энтропии, что было существенной гипотезой 

при прежнем выводе, квантован механика не дасг формулы Эйнштейна. 
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4. Примечание к теории излучения (V, § 4). 

Автору книги удалось найти более простой метод получения 
результатов теории излучения (W. Heisenberg, Ann. d. Phys. 9, 
338, 1931 ). Рассуждения эти весьма близко примыкают к методу 
принципа соответствия (см. О . .Юein, ZS. f. Phys. 41, 407, 1927, также 
L. Rosenfeld, там же, 65, 589, 1930). 

Расчет ведется обычным в квантовой механике путем: на атом­
чую систему, описываемую уравнением Дирака, посылаются свето­
вые волны и ищет~.:я изменение числа электронов в некотором 

состоянии. Но, в отличие от теории дисперсии lllpeдimгepa (Ann. d. 
Phys. 81, 109, 1926), амплитуды ап функций ~ и амплитуды Ьп 
падающей возмущаюшей волны принимаются теперь операторами. 

-21ti€;Jп 

Как в М (245 и дальше) полагается: ап = е --h-Nn'I• =д; N'f', 

где Лп превращает Nn в 1-Nп (статистика Ферми); Ьп=д+м'I\ 
где д+ превращает М в М + 1 (статистика Бозе-Эйнштейна). 
Операторный характер амплитуд не портит наглядности расчета 
и сказывается только в окончательных формулах. Весьма просто 
получаются коэфициенты А и В Эйнштейна, исследование рассеяния 
света и проч. Розенфельд (ZS. f. Phys. 71, 273, 1931) получил этим 
методом коэфициент затухания (и вместе естественную ширину ли­
ний) гораздо проще, чем прежде. Комбинация рассуждений прин­

ципа соответствия с формализмом операторных амплитуд дает таким 
образом все результаты дираковской теории излучения. Правда, это 

касается только первого приближения теории, но как раз высшие 
приближения дают ряд парадоксальных сJiедствий (бесконечности 
разного рода). 

5. К релятивистской квантовой механике (V, § 8). 

Соотношения нещrределенности, выведенные в книге, не учшы­
вали требований теории относительности. Типичным моментом их 
вывода было ограничение корпускулярных представлений волно· 

выми и наоборот. Релятивизм, так же как и корпускулярно­
волновой дуализм, накладывает характерные новые ограничения на 

понятия координаты, времени и т. д. 

Хотя в настоящее врамя нет разработанной теории релятивист­
ской квантовой механики, но весьма вероятно, что в известном 

приближении останутся в силе соображения инвариантности, пре· 
образования Лоренца и проч. Скорее следует думать, что измене­
ние п ограничение понятий в будущей теории окажется еще более 
глубоким, чем то, которое мы получим путем предварительных 
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рассуждений. Говоря об отсутствии те()рии в данной области. мм 
имеем в виду два обстоятельства. Во-первых, существующие кван­

товые схемы, формально удовлетворяющие требованиям релятивист­
ской инвариантности, заключают в себе ряд неверных утверждений. 
Во-вторых, оказывается необходимым положить в основу отнюдь 

не обычные понятия координаты, времени и проч., но существенно 
видоизмененные. Конечно, оба обстоятельства по существу связаны 

друг с другом. 

Отметим прежде всего существенные затруднения в квантовой 
электродинамике, развитой Йорданом, Паули и Гейзенбергом (см. 
стр. 103). Теория приводит, как и 1<лассическая электродинамика, 
к разложению поля на совокупность бесконечно большого числа 
осцилляторов. Энергия осциллятора в п-ом квантовом состоянии по 

квантовой механике равна ( п + ~) hv, т. е. в нулевом состоянии 
1 

тоже имеется энергия 2 hv (Nullpunktseпergie). 

С одно!!: стороны введение нулевой энергии означало большой 
успех квантовой механики, так как це.JJЬ1й ряд экспериментальных 

фактов, в частности из области рассеяния рентгеновых лучей 
(см., например, James, Waller, Har~ree, Proc. Roy. Soc. 118, 334, 1928), 
.. 1 
определенно говорил за реальность члена 2 hv. 

С другой стороны, для излучения сумма нулевых энергий бес­
конечного собрания осцилляторов равна бесконечности. 

Эта довольно формальная трудность квантовой электродинамики 
связана с видом rамильтоновой функции электромагнитного поля; 

во всяком случае, путем изменения вида этой функции, удается 

избежать бесконечной нулевой энергии (см., например, С Rosen­
feld et J. Solomon, Journ. d. phys. 2, 139, 1931 ). 

Вторая или, лучше сказать, первая существенная трудность 
электродинамики обязана виду основного закона взаимодействия, 
который дается теорией. В сущности речь идет о трудно­
сти, имевшейся и в классической теории: энерrия взаимодей. 

ствия точечного электрона с самим собою равна бесконечности, 
е2 

что вытекает из обращения -- в оо при r =О. Введение электрона 
r 

шарика с конечным радиусом спасает дело в классической теории 

и дает конечную энергию или массу электрона. До сих пор кван­
товая механика имела дело с электроном:точкой, введение грубой 
модели шарика не представляется возможным (уже и в классической 
теории такая модель не была свободной от затруднений, см. Frenkel, 
Lehrbuch der Elektrodyнamik). 
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Не только электромагниtное, но м гравитацноffное взаммодеll-· 
ствие электрона с самим собою оказывается бесконечно большим 
(см. L. Rosenfeld, ZS. f. Phys. 65, 589, 1931), причем это имеет 
место и по устранении трудности бесконечной нулевой энергии 
(J. Solomon, ZS. f. Phys. 71, 162, 1931). 

Ряд других трудностей теории излучения, имеющихся даже 

в более простой форме теории, данной первоначально Дираком, 
указан Валлером и Розенфельдом (см. L. Rosenfeld ZS. f. Phys. 71, 
162, 1931 и его J1екции в Institut Henri Poincare, 1931). 

Не только существующая схема квантовой электродинамики· 

глубоко неудовлетворительна, но и теория электрона Дирака пора­
жена отмеченной самим Дираком, так называемой плюс-минус труд­
ностью (см. стр. 79). Как и следовало ожидать, факт наличия 
отрицательных значений энергии в спектре любой системы затра­
гивает не только энергию, но и другие величины. 

Оказывается, что все, вообще говоря, операторы, сопоставлен­
ные координате, скорости, спину и т. д. электрона, содержат 

в себе части, соответствующие переходам на отрицательные со­

стояния. В виду этого операторы теории Дирака иногда имеют 
трудно объяснимый физический смысл. Например, скорость всякого 
электрона или протона оказывается всегда равной скорости света. 

Действительно, из ур-ия (87) имеем по определению скорости: 

х = дН = cr.x.x и так как 11.k2 = 1, то собственные значения опера-
дрх 

тора ·11.k, т. е. его наблюдаемые значения, по обычному толко~анию 

квантовой механики равны V1 =-+- 1 и возможные значения ско· 
рости 

х=-+-с. 

Шредингер (Вerl. Ber. 24, 418, 1931) указал, каким образом 
можно каждый данный оператор разбить на две части: обычную 
"четную" и .нечетную", соответствующую переходам на отрица­
тельные состояния. Нечетная часть всегда представляет собой член 
быстроnеременный во времени. Та1шм образом всякий оператор О 
имеет вообще следующий вид (но бывают и чисто четные или нечет­

ные операторы): 

(1) 

где 0 0 четная часть, а v - частота переходов на отрицательные 

состояния (частота "дрожания" свободного электрона - Zitterbe· 
wegung). 

В частности, координата и скорость свободно~ о электрона 
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даются выражениями: 

(2) 

4ттiНt 
. -- ер - --h-

x --· i-i + с71е • (Э) 

~де Н----- п1мильто1юв оператор, р --- импульс электрона, а У/ -- опе­

ратор, модуль которого ранен еднниuе. 

ер 
Мы видим, что четная часть 011сратора скорости, т. с. fl, ;н~ст 

обычные (любые) значения. 
Как временный выход из затруднений, связанных с наличием ~ 1 -

труднqсти теории Дирака, напрашивается с11едующий: за наблю­
даемые величины нужно брать не собственные значения операторов, 

но собственные значения операторов, усредненных по ("дрожанию") 
ко11сбательному движению Шредингера, или иначе: у всех операторов 

отбросить нечетные части (Е. Schrodinger, Ber!. Ber. 63, 1931 ). 
(D. Iwaneпko, ZS f. Pl1ys. 72, 621, 1931). Таким путем мы изба­
вляемся от переходов на отрицательные состояния, но в опре­

делении всех величин, у которых ранее были нечетные части у опе­
раторов, совершаем некоторую "индивидуальную" ошибку (в про­
тивоположность 11арной ошибке, например в гейзенберговском 
соотношении Лр Лq ). Величина индивидуальной ошибки равна, оче­
видно, абсолютному значению амплитуды дрожания 

(4) 

Инд11видуальная ошнбка в координате будет, например, 

hc !z 
6.q--~~---l· 
--Е~тс-' 

(5) 

последнее при малых скоростях. 

Усреднение по времени операторов и наличие индивидуальных 

ошибок представляется странным с точки зрения обычной нереля­
тивистской квантовой механики. В теорию Дирака усреднение тоже 
привнесено извне. Оказывается, однако, что и усреднение и факт 
существования индивидуальных ошибок выводятся и безо всякой 
связи с теорией Дирака (сомнительной именно в этих опасных 

пунктах). Оказывается, что и пространственные координаты и время 

могут быть измерены не абсолютно точно, но имеют некоторую 

нижнюю границу, ттричем для координаты, например, эта граница 
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как раз равна индивидуальной ошибке, полученной выше путем 
усреднения из теории Дирака. 

Действительно, измеряя координату с помощью освещения 
светом длины волны А., мы должны учесть, кроме ошибки l (упо­
минавшейся выше на стр. 22), еще поправку на сокращение 

h 
Лоренца. Импульс, переданный светом др=т:_, вызовет движение 

измеряемого масштаба со скоростью порядка v, где v определится 
из равенства: 

(6) 

Это движение поведет за собой сокращение измеряемого мас­

штаба, характеризуемое лоренцовым множителем ., /~--~ -~2;! '= v с 
= VГ--=-- ~2• Чтобы у 11есть сокращение, мы измеряемую длину l 
разделим на V1- ~2; таким образом эта часть ошибки окажется 

равной l (v11:::= ~2 -1). 
Окончательно, 

дq=>-+1( /_1 __ -1). 
' -~ 1- ~2 

(7) 

Казалось бы, что для более точного измерения нужно брать 
все меньшие длины волн А., т. е. уменьшать первую часть ошибки, 
но тогда будет возрастать вторая часть. При некоторой длине волны 
ошибка будет минимальной. Мы .видим, что характерное ограниче­
ние, привносимое релятивизмом (сокращение Лоренца), весьма по­
хоже на ограничения, обязанные корпускулярно-волновому дуализму. 

Для нахождения минимальной ошибки найдем производную 

от !:-.q по l и ~приравняем ее нулю. Мы ограничимся здесь дяя 

простоты случаем больших длин l, коrда можно брать сравнительно 
большие А. и, следовательно, добавочная скорость, полученная те-

JJом, будет мала (так что можно будет положить vг= ~2 = 

= 1-} ~2). В этом случае ошибка будет равна 
(8) 
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С той же стененью точнос1·и из (6) имеем: 

т. е. 

Лq= ). _[_ (-h- )2 _1_ и Лq' = 1 --/-( _!z )2 
2 _те 12 ;.а те. 

Таким образом наименьшая ошибка полуqится при 

[ ( h \ 2] '/з 
)_= 1 -те) 

и бу1~ст равна: 

Лq . =-'- [~ l ( h_)i 1 '" __ 1 . 12' '( !1 )'1'= _з_ l 11, (-h- !'!• 
iшri те _ r те 2 те, 

Jz 
При/>-­

те 

h 
Лqmiп>-

~ те' 

(9) 

(10) 

(11) 

lt 
т. е. нижней rраницеР\ точности измерения оказывается величина-----. 

те 

l h 
Более точный подсчет показывает, что и для случая < - все 

те 

h 
равно -- остается границей точности измерения координаты ддины. 

те 

Отсюда сдедует, что в редятивистски-квантовых рассуждениях длины 

h 
менее ~- - не имеют смысла. 

те 

Точно так же оказывается, что и для времени имеется индиви­
/z 

дуальная ошибка дt = ----; и что премежутки времени менее этой 
те~ 

величины лишены смысла (см. V. Ambarzumian 1шd D. Iwanenko. 
ZS. f. Phys. 64, 563, 1930 ц Е. Schrбdinger, Berl. Ber. ХП, 1931 ). 

Как мы видим, наличие индивидуальных ошибок можно считать 
существенной чертой релятивистской квантовой теории в проти­

воrюложность нерелятивистской квантовой механике с ее основным 

принципом неопределенности Гейзенберга и парными ошибками 
у канонически сопряженных величин. Повr1;шмому, в квантовой 
электродинамике тоже будут вв~денР.J индивидуаю,ные ошибки (см. 
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н:н:тонщие вриме 11ания стр. 137). ИндивидуаJ1ы1аs1 ошибка указанной 
нсJшчины в измерении координаты была введена также Ландау 

и Пайерлсом совершенно другим путем (ZS. f. Phys. 69, 56, 1931 ). 
Тшси.м образо.м и 1соординату и время нельая из.мерить стсоль 

угодно точно, т. е. и координата и вре.мя теряют свой обычный 
смысл в релятивистской квантовой теории. PaJ не существует 
ыгновенных измерений (Лt =О), то очевидно все измерения дают 
среднее по некоторому промежутку времени С этой точ1ш зрения 
Dправдывается постулат усреднения, который мы ввели в теорию 

Дирака дли устранения переходов на отрицательные состояния. 

Изложенный круг идей представляется единственным ряаом сообра­
жений, дающих нечто положительное в направлении построения 

будущей релятивистской квантовой теории. 
Упомянем еще о попытке геометризации идеи индивидуальных 

ошибок (W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 65, 4, 1930) (V. Ambarzumiaп 
tшd D. Iwaпeпko, ZS. f. Pl1ys. 64, 563, 1930) (М. Born und Ruшer, 
ZS. f. Pl1ys. 69, 141, 1931 ). Наличие ;;шнимальной длины и минималь-
1юго времени можно толковать как отсутствие непрерывной структуры 

у пrостранства-времени, которое распадается на отрезки Лq и Лt. 
В таком прерывном ("квантованном") пространстве-времени обычные 
дифференциальные уравнения следует заменить уравнениями в ко­

нечных разностях. Интересно, что вместо обычной гриновской функ-
1 

нии в прерывном пространстве получается выражение, кото-
r. 

рое при r = О остается коне<шым и равным по порядку вели-
1 

чины ~ Лq' 

Таким образом было бы возможно избежать трудностей, свn­
:занных с точечным электроном и бесконечной его массой (см. выше 
стр. 131 ). Квантованное пространство вместе с минимальным Лt вво­
дит и понятие максимальной возможной частоты Лvmax и приводит 

Мнротона hc 
1< соотношению: ---------- ~ -2 . Как правильно указал Гей-

тэлектрона е 
3енберr, теория точечного пространства является слишком простым 
и грубым приближением. "Die Theorie шuss пicht so eiпfach 
sein" - теория не должна быть столь простой, как сказал Бор! 
Новейший подход к этому вопросу (А. Markoff, Phys. ZS. d. 
So\vjetuпioп, 1, 387, 1932) использует топологическое понятие 
"до - после". Возможно, что, вводя явную асимметрию· в смысле 
времени, мы сумеем избавиться и от плюс-минус трудности. 

Можно все же надеяться, что самый путь геометризации новых 
представлений, заключавшийся в попытке построения квантован­

ного пространства, имеет в себе некоторое зерно истины. Не забу-
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дсм, что релятивистское обобщение 
по всей видимости, дать основу для 

для достижения которой поистине 

квантовой механики должно, 

теории ядра, - а это це}Jь, 

необходимо испробовать все 
имеющиеся средства. 

Необходимость самых радикальных изменений в существующих 
представлениях при трактовке ядра видна из факта потери ядерными 

электронами целого ряда своих нормальных свойств, как например 

спина и магнитного момента. Повидимому вообще нельзя более 
говорить об ядерных электронах как индивидуальных частицах 

и ~-распад подобен испусканию фотонов, которые прежде не су­
ществовали как отдельные частицы (V. Ambarzumian und D. Iwa­
neпko, Доклады Ак. Наук, Лнг" 1930. D. Iwanenko, Phys. ZS. 
d. Sowjetunion, No 6, 1932. W. Heisenberg, ZS. f. Phys. в печати). 

Мы видим, что в области ядра, в области будущей релятивист­
ской квантовой механики даже обычный атомизм материи должен 

подвергнуться пересмотру (см. фарадеевскую ле1щию N. BJhr, 
Jонш. Chem. Soc. февраль 1932 r.). 

6. О соотношениях неопределенности для электромагнит· 
ноrо поля (к главе Ш). 

Соотношения неопределенности для электромагнитного поля ( 50) 
получены без введения материальных части~~. Этот путь подобен 
выводу формулы (25) д11я материи, где корпускулярное представ­
ление критикуется волновым. Формула (50) еще раз выведена 
(см. 57) с помощью измерения поля двумя электронами, т. е. анало-
ГИЧf!? ВЫВОду СООТНОШеНИЯ (23). , 

Иордан и Фок (ZS. f. Phys. 66, 706, 1930) обратили внима­
ние на то, что, взяв в качестве измеряющего "пробного" тела 
один электрон, мы получим неточности отдельно для электриче­

ского и магнитного поля, "индивидуальные", так с1<азать, погреш­
ности, в прОтивоположность парным ошибкам для сопряженных 
величин в соотношениях Гейзенберга. Формулы Йордана-Фока 
имеются неявно и у Гейзенберга, но ясное введение индивидуаль­

ных ошибок является важным принципиальным шагом вперед. 
Электрическое поле Е мы хотим измерит~> по величине уско­

рения, полученного электроном. В среднем за некоторый проме­

жуток времени для х-овых составляющих будем иметь : 
1 dpx 

Е --- -···-· 
х- е dt ' (1) 

где dpx увеличение импульса, обязанное по;1ю. 
Но погрешность Лрх величины dpx rю формуле Гейзенберга 

с1;1я зщщ с участком Лх, на котором получено ускорение: 

дрхЛх~k 



Отсюда дJIЯ неопредеJ1енности поля получим: 

и также 

h 1 
ЛЕх:>-- -~­

е дхдt 

h 
е 

По существу формулы Йордана-Фока утверждают, что 

(2) 

(3) 

где Фv. - компонента четырехмерного потенциала, FfJ., - тензор элек­
тромагнитного поля, а dSp.v -- двумерный элемент гиперповерхности. 

Отсюда, или также путем простого мысле1шо1·0 эксперимента, для 
индивидуальной ошиб1щ в магнитном поле Н, получаем: 

hc 1 
ЛНг:;;>--­

е Лхду 

и для Нх,, Ну в циклическом порядке. 

(4) 

Эти формулы получаются из формулы (55) Гейзенберга, если 

положить там {~ = Лt и d = Лх. Интересен релятивистски инва­
риантный вид этих соотношений и то, что усреднение Е и Н произ­

водится вообще и по времени, и по пространству. С другой стороны 
3десь не удовлетворяется требование Гейзенберга о том, чтобы ошибка 

с 
в энергии должна быть ,....., hv = h I, где ), порядка 1шнейных раз-

меров сосуда, Против соотношециfi Йордана-Фока было выдвинуто 
возражение (см. напр. J. Solomon, Theses, Paris, 1931 ), что наличие 
заряда в знаменателе позволяет будто бы - сде1~ав этот заряд сколь 
угодно большим - измерить поле сколь угодно точно. Несомненно 
это так, но не нужно забывать, что большие заряды реализованы 
в природе в образованиях, занимающих большой объем, и, выигрывая 
в точности измерения поля, мы проигрываем, усредняя это поле по 

большим областям. Если бы можно было сосредоточить неогра­
ниченно большой заряд на небольшом пространстве, тогда только 
удалось бы по формулам (2) и (4) измерить поле с любой точ­
ностью. Таким образом здесь мы неожиданно сталкиваемся с вопросом 
о возможности существования максимальной электрической плотности. 

Бор, Ландау и Пайерлс (ZS. f. Phys. 69, 56, 1930) устана­
вливают новую границу для точности измерения ~лектрического и 
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магнитного поля, учитывая наличие иалучения энергии частицей 

служащей пробным телом при измерении. Так же как у Йордана­
Фока, здесь нет речи о квантовой электродинами1<е; за основу 
берется уравнение движения, из которого получается, как и выше: 

еЛЕ.хдt > Лрх. (5) 

Энергия, излученная за время dt, равна : 

ЛЕ = !.~f v2dt. 
са 

Здесь взят нерелятивистский случай, как более выгодный, ибо 
при v --·+с ЛЕ будет больше. Также берем наивыгоднейший случай 
равноускоренного движения, при котором 

v'-v 
v=·-лг·· 

Отсюда для неонределенности в энергии : 
_ е2 (v' --'С1)2 

ЛЕ = --- ------ . 
с3 Лt 

Эта энергия связана с изменением импульса Лр2 формулой (см. 
стр. 123): 

дЕ= (v' -v) Лр2 , (6) 

откуда для ошибки в импульсе, происшедшей от излучения, по­
лучим: 

(7} 

Прежде (стр. 123) мы имели, в виду неопределе11ности энер1 ии 
h h 

-дt , ошибку в импульсе Лр1 ,._, -------".- • 
(v'- v)дt 

Комбинируя обе независимые ошибки, получаем для всей ошибки 
в р: 

др2 = Лр 1 2 + дµ2 2 = (Лр1 ~ Лр2)2 + 2Лр1Лр2 , 1. е. др~> 2др1 Лр~ 

и 

(8) 

Окончательно из (5) и (8) для неопр\::деленности в электриче-
ском поле имеем : 

(9) 



Ландау и Пайер11с замечают, что рассмотрение движения маг­
нитной стрелки ведет дли неопределенносrи магнитного поля к точно 

такой же: формуле: 

(10) 

и то же для всех компонент. 

Здесь мы имеем независимые индивидуальные ошибки, как и у 
Йордана-Фока. Формулы (9) и ( 1 О) удовлетворяют требованию 
Гейзенберга о неопределенности в энергии ,......, hv, после подстановки 

ез 
сдt ,_, д/, так как ,цпя электрона hc < 1, ~о формуJiа (7) для 

др дает более низкую границу, чем (16, стр. 123) и не играет 
поэтому роли в этом случае. 

Как я следовало ожидать, излучение следует у•штывать для 
частиц большого заряда. 

Произведение независимых ошибок для электрического и маг· 
нитноrо попей будет 

дЕдн........ hc 
(сдt)4 

(ll) 

С другой стороны, как видно из вывода Гейзенберга, при одно­
временном измерении электрического и магнитного полей нуж"о 

учесть, что добавочное магнитное поле, вызванное движением заря­
женного пробного тела, равно: 

е v' 
дн,_, __ -

(д/)2 с ' 
(12) 

\"де д/ расстояние от тела до места, где измеряетсн поле Н. 
Перемножая (9) и (12), получим для одновременных ошибок 

(v=O) 

(13) 

Но на далеких расстояниях, больших длины волны, где дl >>А., 
т. е. в волновой зоне, нужно однако все равно брать формулу для 
независимых ошибок дЕ и дН, ибо (13) дает более грубую границу 
(положим, например дl-:-103 Ли заметим, что сдt?>Л, т. е. Л<;,сдt). 
Если же закрепить не расстояние, а время опыта дt, то сдt"" Лm1n 
(где ). минимальная длина, могу"щая быть обнаруженной) и нельзя 
брать дl < Л < сдt, т. е. опять-таки имеет место формула для не­
зависимых ошибок. Таким образом, поскольку злщ<трическое и 
магнитное поля вообще измеримы, они могут быть измерены одно­
временно. Из формул видно, что при Лt = 001 т. е, в статичщжом 
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случае 11ш1и можно измерить сколько угодно точно. Это заклю­
чение нротнноречит ныnодам Гейзенберга, в которые всвсе не входит 
время (ес11и не nвести его через сЛt .-... Л/). С дру1·ой сто1юны, 
Лан11ау-ПайерJ1с донускают возможность определения полей n то•1ю:-, 
что fiыло нено:1мож110 и у Гейзенберга и у Йордана-Фока, где нсf'гда 
производилось нространственное усреднение. В виду сущеспювавю1 

индивидуальной ошибки в координате, действительно не нре.пст:нтя­
етсн возможным говорить об измерениях в точке. 

Мы видим, что, несмотря на ряд интересных замечаний и щ.~r­

ленных экспериментов, нельзя считать окончательно устанош~еtтr..~ми 

соотношения неопределенности для электромагнитно1·0 rюлн, •1то 

соответствует отсутствию разработанной непротиJ.Jор~чивой кнан· 
товой электродинамики. 
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